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ลักษณะของเมทริกซ์

• เมทริกซ์เป็นการจัดตัวเลขในรูปของสี่เหลี่ยม ที่มีแถวและคอลัมน์

• เมทริกซ์ A มีขนาด m แถว n คอลัมน์ หรือเรียกว่าเมทริกซ์ A มีขนาด m x n

• 𝑎𝑖𝑗 หมายถึงสมาชิกของเมทริกซ์แถวที่ i คอลัมน์ที่ j

𝐀 =

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛

= 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛

แถวมีทั้งหมด m แถว
คอลมันมี์ทั้งหมด n คอลมัน์



ลักษณะของเมทริกซ์

• กรณีที่เมทริกซ์มีคอลัมน์เดียว อาจเรียกว่าเวคเตอร์ (Vector) เรียกเต็มๆ ว่าเวคเตอร์

คอลัมน์ (Column vector) จะใช้ตัวอักษรภาษาอังกฤษเล็กหนา แทนสัญลักษณ์

• เวคเตอร์ b มีสมาชิก m ตัว

𝐛 =

𝑏11
𝑏21
⋮

𝑏𝑚1

= 𝑏𝑖𝑗 𝑚×1

แถวมีทั้งหมด m แถว



การจัดการเมทริกซ์

• เมทริกซ์หรือเวคเตอร์จะมีค่าเท่ากัน เมื่อมีขนาดเท่ากัน และสมาชิกทุกตัวมีค่าเท่ากัน

• ให้ 𝐀 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
และ 𝐁 = 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

แล้ว 𝐀 = 𝐁 ก็ต่อเมื่อ 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗 ใน

ทุกค่าของ i และ j



การจัดการเมทริกซ์

• ผลรวมหรือผลต่างระหว่างเมทริกซ์หรือเวคเตอร์ จะเท่ากับผลรวมหรือผลต่างของสมาชิก

แต่ละตัว

• หาผลรวมหรือผลต่างได้ ก็ต่อเมื่อเมทริกซ์หรือเวคเตอร์ทั้งสองตัวมีขนาดเท่ากัน

• ให้ 𝐀 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
และ 𝐁 = 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

• 𝐀 + 𝐁 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛
และ 𝐀 − 𝐁 = 𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

• เช่น
1 2
3 4
5 6

+
2 −1
4 −2
6 −8

=
3 1
7 2
11 −2



การจัดการเมทริกซ์

• เมทริกซ์ศูนย์ (Zero matrix) คือ เมทริกซ์ที่สมาชิกทุกตัวเป็น 0

• เมทริกซ์ศูนย์เป็นเมทริกซ์ที่ไปบวกหรือลบเมทริกซ์ใด จะท าให้ได้เมทริกซ์เดิม

𝟎2×2 =
0 0
0 0

𝟎3×2 =
0 0
0 0
0 0

1 2
3 4
5 6

+
0 0
0 0
0 0

=
0 0
0 0
0 0

+
1 2
3 4
5 6

=
1 2
3 4
5 6



การจัดการเมทริกซ์

• การคูณด้วยค่าคงที่ (Scalar Multiplication) คือ การน าค่าคงที่ไปคูณสมาชิกทุกตัวในเมท

ริกซ์ 

• 𝑐𝐀𝑚×𝑛 = 𝑐 ⋅ 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛

• เช่น

2 ⋅
1 2
3 4
5 6

=
2 4
6 8
10 12



การจัดการเมทริกซ์

• ทรานโพส (Transpose) คือ การกลับเมทริกซ์จากคอลัมน์เป็นแถว และแถวเป็นคอลัมน์ ใช้

เครื่องหมาย ’ หรือ T อยู่ขวาบนของเมทริกซ์

• ให้ 𝐀 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
แล้ว 𝐀′ = 𝑎𝑗𝑖 𝑛×𝑚

• เช่น

• A จะมีขนาด 3 x 2 แต่ A’ จะมีขนาด 2 x 3

𝐀 =
1 2
3 4
5 6

𝐀′ =
1 3 5
2 4 6



การจัดการเมทริกซ์

• การคูณเมทริกซ์ (Matrix Multiplication) จะค่อนข้างซับซ้อน

• ให้ 𝐀𝐁 เป็นการคูณระหว่างเมทริกซ์ A และเมทริกซ์ B โดย A จะอยู่ในอันดับก่อนหน้า

เมทริกซ์ B (ล าดับมีความส าคัญในการคูณเมทริกซ์ ไม่สามารถสลับได้)

• เมทริกซ์จะคูณกันได้ เมื่อจ านวนคอลัมน์ของเมทริกซ์แรก เท่ากับจ านวนแถวของเมทริกซ์ท่ี

สอง

• ขนาดของผลลัพธ์ จะมีจ านวนแถวเท่ากับเมทริกซ์แรก และจ านวนคอลัมน์เท่ากับเมทริกซ์

หลัง ให้ 𝐂 = 𝐀𝐁 แล้ว 𝐂 จะมีขนาดเท่ากับ m x p

𝐀𝑚×𝑛 𝐁𝑛×𝑝
มีตวัเลขเหมือนกนั



𝐀 =

𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22
𝑎31 𝑎32

𝐁 =
𝑏11 𝑏12 𝑏13 𝑏14
𝑏21 𝑏22 𝑏23 𝑏24

𝐀𝐁 =

𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22 𝑎11𝑏13 + 𝑎12𝑏23 𝑎11𝑏14 + 𝑎12𝑏24
𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 𝑎21𝑏13 + 𝑎22𝑏23 𝑎21𝑏14 + 𝑎22𝑏24
𝑎31𝑏11 + 𝑎32𝑏21 𝑎31𝑏12 + 𝑎32𝑏22 𝑎31𝑏13 + 𝑎32𝑏23 𝑎31𝑏14 + 𝑎32𝑏24

สมาชิกแต่ละตวัของ AB คือ ผลรวมเชิงเสน้ของแต่ละแถวใน A และแต่ละคอลมัน์ใน B

ให ้𝐂 = 𝐀𝐁 แลว้ 𝑐𝑖𝑗 = σ𝑘=1
𝑛 𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗



𝐀 =
1 2
3 4

𝐁 =
0 2 −1
−1 0 2

𝐀𝐁 =
1 ⋅ 0 + 2 ⋅ −1 1 ⋅ 2 + 2 ⋅ 0 1 ⋅ −1 + 2 ⋅ 2
3 ⋅ 0 + 4 ⋅ −1 3 ⋅ 2 + 4 ⋅ 0 3 ⋅ −1 + 4 ⋅ 2

=
−2 2 3
−4 6 5

𝐏 =
1 0 2
3 −1 4
−2 −3 −4

𝐲 =
1
0.5
−0.5

𝐏𝐲 =
1 ⋅ 1 + 0 ⋅ 0.5 + 2 ⋅ −0.5

3 ⋅ 1 + −1 ⋅ 0.5 + 4 ⋅ −0.5
−2 ⋅ 1 + −3 ⋅ 0.5 + −4 ⋅ −0.5

=
0
0.5
−1.5



การจัดการเมทริกซ์

• เมทริกซ์รูปสี่เหลี่ยมจัตุรัส (Square Matrix) คือเมทริกซ์ที่มีจ านวนแถวเท่ากับจ านวนคอลัมน์ 

เช่น

• ในเมทริกซ์แบบสมมาตร สมาชิกบนแนวทแยง (On-diagonal elements) คือ สมาชิกท่ีอยู่

บนแนวซ้ายบนไปขวาล่าง 𝑖 = 𝑗 ส่วนสมาชิกนอกแนวทแยง (Off-diagonal elements) 

คือ สมาชิกท่ีไม่ได้อยู่บนเส้นซ้ายบนไปขวาล่าง 𝑖 ≠ 𝑗

𝐀2×2 =
0 1
2 3 𝐁3×3 =

5 2 3
7 12 5
−7 −2 11



การจัดการเมทริกซ์

• เมทริกซ์สมมาตร (Symmetric Matrix) คือ เมทริกซ์ที่สมาชิกแถวที่ i คอลัมน์ที่ j มีค่าเท่ากับ

สมาชิกแถวท่ี j คอลัมน์ที่ i ทุกตัว หรือ 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖

• เมทริกซ์สมมาตรต้องเป็นเมทริกซ์สี่เหล่ียมจัตุรัสเท่านั้น

𝐁2×2 =
2 1
1 3

𝐂3×3 =
5 2 −7
2 12 5
−7 5 11

𝐃4×4 =

5 2 −7 −1
2 12 5 8
−7 5 11 9
−1 8 9 0

𝐀1×1 = 1

𝐄5×5 =

1 −1 −2 −3 −4
−1 2 −5 −6 −7
−2 −5 3 −8 −9
−3 −6 −8 4 −10
−4 −7 −9 −10 5



การจัดการเมทริกซ์

• เมทริกซ์แนวทแยงมุม (Diagonal Matrix) คือเมทริกซ์ที่สมาชิกนอกแนวทแยงมีค่าเท่ากับ 0

𝐃2×2 =
1 0
0 3 𝐃3×3 =

5 0 0
0 −12 0
0 0 11

𝐃1×1 = 8



การจัดการเมทริกซ์

• เมทริกซ์เอกลักษณ์ (Identity Matrix) คือเมทริกซ์ที่สมาชิกบนแนวทแยงเท่ากับ 1 และนอก

แนวทแยงมีค่าเท่ากับ 0

𝐈2×2 =
1 0
0 1

𝐈3×3 =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝐈4×4 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

𝐈1×1 = 1

𝐈5×5 =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



การจัดการเมทริกซ์

• เมทริกซ์เอกลักษณ์ จะสามารถคูณกับเมทริกซ์ใด ก็ได้เมทริกซ์เดิม ทั้งคูณข้างหน้า และคูณ

ด้านหลัง

• อินเวอร์ซของเมทริกซ์ (Matrix Inverse) คือ เมทริกซ์ใดก็ตาม ที่มาคูณแล้วได้เมทริกซ์

เอกลักษณ์ ในที่น้ีจะจ ากัดเฉพาะเมทริกซ์สี่เหล่ียมจัตุรัส 

𝐀3×2𝐈2×2 = 𝐈3×3𝐀3×2 = 𝐀3×2

𝐀𝑛×𝑛𝐀𝑛×𝑛
−1 = 𝐀𝑛×𝑛

−1 𝐀𝑛×𝑛 = 𝐈𝑛×𝑛



การจัดการเมทริกซ์

• เช่น

solve คือค าสั่งในการหา Inverse ของเมทริกซ์

𝐀𝐀−𝟏 = 𝐈

𝐀−𝟏𝐀 = 𝐈

%*% เป็นค าสั่งท า matrix multiplication



เมทริกซ์ในการวิเคราะหข์้อมูล

• ข้อมูลแท้จริงแล้ว ก็อยู่ในรูปของเมทริกซ์ สมมติว่ามีกลุ่มตัวอย่าง N คน มีตัวแปร p

ตัวแปร

𝑿𝑁×𝑝 =

𝑋11 𝑋12 𝑋13 ⋯ 𝑋1𝑝
𝑋21 𝑋22 𝑋23 ⋯ 𝑋2𝑝
𝑋31 𝑋32 𝑋33 ⋯ 𝑋3𝑝
𝑋41 𝑋42 𝑋43 ⋯ 𝑋4𝑝
𝑋51 𝑋52 𝑋53 ⋯ 𝑋5𝑝
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑋𝑁1 𝑋𝑁2 𝑋𝑁3 ⋯ 𝑋𝑁𝑝



เมทริกซ์ในการวิเคราะหข์้อมูล

• เวคเตอร์ค่าเฉลี่ย (Mean vector) คือ เวคเตอร์ที่มีค่าเฉลี่ยของแต่ละตัวแปร

𝐦𝑝×1 =
1

𝑁
𝑿𝑁×𝑝
′ 𝟏𝑁×1

โดย 1 คือ เวคเตอร์ท่ีมีสมาชิกทั้งหมดเป็น 1



เมทริกซ์ในการวิเคราะหข์้อมูล

• เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม (Covariance Matrix) คือ เมทริกซ์ที่สมาชิกแนวทแยงเป็น

ความแปรปรวน (Variance) ของแต่ละตัวแปร และสมาชิกนอกแนวทแยงเป็นความ

แปรปรวนร่วม (Covariance) ของตัวแปรแต่ละคู่

𝐒 =

𝑉𝑎𝑟 𝑥1
𝐶𝑜𝑣 𝑥2, 𝑥1 𝑉𝑎𝑟 𝑥2
𝐶𝑜𝑣 𝑥3, 𝑥1 𝐶𝑜𝑣 𝑥3, 𝑥2 𝑉𝑎𝑟 𝑥3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝐶𝑜𝑣 𝑥𝑝, 𝑥1 𝐶𝑜𝑣 𝑥𝑝, 𝑥2 𝐶𝑜𝑣 𝑥𝑝, 𝑥3 ⋯ 𝑉𝑎𝑟 𝑥𝑝

=

𝑠1
2

𝑠21 𝑠2
2

𝑠31 𝑠32 𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑠𝑝1 𝑠𝑝2 𝑠𝑝3 ⋯ 𝑠𝑝

2



เมทริกซ์ในการวิเคราะหข์้อมูล

• เมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม สามารถค านวณได้จากพีชคณิตเมทริกซ์เช่นกัน

𝐒 =
1

𝑁 − 1
𝐗 − 𝟏𝑛×1𝐦𝑝×1

′ ′
𝐗 − 𝟏𝑛×1𝐦𝑝×1

′

โดย 𝐗 − 𝟏𝑛×1𝐦𝑝×1
′ คือ คะแนนดิบท่ีถูกยา้ยศูนยก์ลางมาอยูท่ี่ค่าเฉล่ีย (Deviation Score)



เมทริกซ์ในการวิเคราะหข์้อมูล

• เมทริกซ์สหสัมพันธ์ (Correlation Matrix) คือ การน าความแปรปรวนร่วมไปหารด้วยส่วน

เบี่ยงเบนมาตรฐานของตัวแปรท่ีเก่ียวข้องท้ังสองตัวแปร

𝐑 =

1
𝐶𝑜𝑟 𝑥2, 𝑥1 1

𝐶𝑜𝑟 𝑥3, 𝑥1 𝐶𝑜𝑟 𝑥3, 𝑥2 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝐶𝑜𝑟 𝑥𝑝, 𝑥1 𝐶𝑜𝑟 𝑥𝑝, 𝑥2 𝐶𝑜𝑟 𝑥𝑝, 𝑥3 ⋯ 1

=

1
𝑟21 1

𝑟31 𝑟32 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑟𝑝1 𝑟𝑝2 𝑟𝑝3 ⋯ 1



เมทริกซ์ในการวิเคราะหข์้อมูล

• เมทริกซ์สหสัมพันธ์ (Correlation Matrix) สามารถค านวณจากเมทริกซ์ความแปรปรวน

ร่วมได้เช่นกัน ก่อนอ่ืนต้องเข้าใจฟังก์ชันที่สกัดเฉพาะสมาชิกแนวทแยงมุม

𝐷𝑖𝑎𝑔 𝐒 = 𝐃𝐒 =

𝑠1
2

0 𝑠2
2

0 0 𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 𝑠𝑝

2

𝐃𝐒
−1 =

1/𝑠1
2

0 1/𝑠2
2

0 0 1/𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝

2

𝐃𝐒
−1/2

=

1/𝑠1
2

0 1/𝑠2
2

0 0 1/𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝
2

=

1/𝑠1
0 1/𝑠2
0 0 1/𝑠3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝



เมทริกซ์ในการวิเคราะหข์้อมูล

• น าเมทริกซ์ที่เป็นการหารส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน มาคูณหน้าหลังกับเมทริกซ์ความ

แปรปรวนร่วม เพื่อให้ได้เมทริกซ์สหสัมพันธ์

𝐑 = 𝐃𝐒
−1/2

𝐒𝐃𝐒
−1/2

=

1/𝑠1
0 1/𝑠2
0 0 1/𝑠3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝

𝑠1
2

𝑠21 𝑠2
2

𝑠31 𝑠32 𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑠𝑝1 𝑠𝑝2 𝑠𝑝3 ⋯ 𝑠𝑝

2

1/𝑠1
0 1/𝑠2
0 0 1/𝑠3
⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝

𝐑 = 𝐃𝐒
−1/2

𝐒𝐃𝐒
−1/2

=

𝑠1
2/𝑠1𝑠1

𝑠21/𝑠2𝑠1 𝑠2
2/𝑠2𝑠2

𝑠31/𝑠3𝑠1 𝑠32/𝑠3𝑠2 𝑠3
2/𝑠3𝑠3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑠𝑝1/𝑠𝑝𝑠1 𝑠𝑝2/𝑠𝑝𝑠2 𝑠𝑝3/𝑠𝑝𝑠3 ⋯ 𝑠𝑝

2/𝑠𝑝𝑠𝑝

=

1
𝑟21 1

𝑟31 𝑟32 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑟𝑝1 𝑟𝑝2 𝑟𝑝3 ⋯ 1





เมทริกซ์ในการวิเคราะหข์้อมูล

• การวิเคราะห์ถดถอยแบบพหุ ก็สามารถเขียนในรูปของสมการเมทริกซ์ได้เช่นกัน

• กรณีที่ตัวแปรตามมี q ตัว ท านายจากตัวแปรอิสระ p ตัว สามารถขยายสมการได้ดังนี้

𝑦 = 𝐛𝑝×1
′ 𝐱𝑝×1 + 𝑒

𝐲𝑞×1 = 𝐁𝑝×𝑞
′ 𝐱𝑝×1 + 𝐞𝑞×1

𝑦 = 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑝𝑥𝑝 + 𝑒

𝑦1 = 𝑏11𝑥1 + 𝑏21𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑝1𝑥𝑝 + 𝑒1
𝑦2 = 𝑏12𝑥1 + 𝑏22𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑝2𝑥𝑝 + 𝑒2

𝑦𝑞 = 𝑏1𝑞𝑥1 + 𝑏2𝑞𝑥2 +⋯+ 𝑏𝑝𝑞𝑥𝑝 + 𝑒𝑞

⋮



ค่าคาดหวังและความแปรปรวนร่วม

• ให้ x เป็นตัวแปรสุ่ม และ 𝐱 เป็นเวคเตอร์ตัวแปรสุ่ม

• ค่าคาดหวัง (Expectation) คือ หากสุ่มค่าน้ีมาเรื่อยๆ แล้ว ค่าเฉลี่ยในระยะยาวเท่ากับเท่าไร 

ซึ่งก็คือค่าเฉลี่ยในประชากร

– 𝐸 𝑥𝑖 = 𝐸 𝑥 = 𝜇 กรณีท่ีมีตัวแปร 𝑥 เพียงแค่ตัวเดียว

– 𝐸 𝐱𝑖 = 𝐸 𝐱 = 𝛍 กรณีที่มีตัวแปรหลายตัวแปร สุ่มออกมาแต่ละครั้ง จัดเก็บข้อมูลในรูปแบบของ

เวคเตอร์

• ให้ c เป็นค่าคงที่ และ c เป็นเวคเตอร์ของค่าคงที่ ที่มีจ านวนสมาชิกเท่ากับสมาชิกของ x

• ให้ 𝑦 = 𝑥 + 𝑐 และ 𝑦 = 𝐱 + 𝐜 แล้ว 

– 𝐸 𝑦 = 𝐸 𝑥 + 𝑐 = 𝐸 𝑥 + 𝐸 𝑐 = 𝜇 + 𝑐

– 𝐸 𝐲 = 𝐸 𝐱 + 𝐜 = 𝐸 𝐱 + 𝐸 𝐜 = 𝛍 + 𝐜



ค่าคาดหวังและความแปรปรวนร่วม

• ให้ 𝑧 = 𝑐𝑥 และ 𝑤 = 𝐜′𝐱 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 +⋯+ 𝑐𝑝𝑥𝑝 แล้ว 

– 𝐸 𝑧 = 𝐸 𝑐𝑥 = 𝑐𝐸 𝑥 = 𝑐𝜇

– 𝐸 𝑤 = 𝐸 𝐜′𝐱 = 𝐜′𝛍

• ในกรณีตัวแปรเดี่ยว การหาความแปรปรวน (Variance) คือ หากสุ่มค่าน้ีมาเรื่อยๆ แล้ว ค่า

ความแปรปรวนในระยะยาวเท่ากับเท่าไร ซึ่งก็คือค่าความแปรปรวนในประชากร

– 𝑉𝑎𝑟 𝑥𝑖 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 = 𝜎2

– 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑐 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 = 𝜎2

– 𝑉𝑎𝑟 𝑐𝑥 = 𝑐2𝑉𝑎𝑟 𝑥 = 𝑐2𝜎2



ค่าคาดหวังและความแปรปรวนร่วม

• ในกรณีตัวแปรหลายตัวแปร การหาความแปรปรวน (Variance) จะถูกมองเป็นการหาความ

แปรปรวนร่วม (Covariance) คือ หากสุ่มค่าน้ีมาเรื่อยๆ แล้ว ค่าความแปรปรวนร่วมในระยะ

ยาวเท่ากับเท่าไร ซึ่งก็คือค่าความแปรปรวนร่วมในประชากร

– 𝐶𝑜𝑣 𝐱𝑖 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱 = 𝚺

– 𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐜 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱 = 𝚺

– 𝐶𝑜𝑣 𝐜′𝐱 = 𝐜′𝚺𝐜

• บางครั้ง อาจใช้ 𝑉𝑎𝑟() แทน 𝐶𝑜𝑣() หากด้านในเป็นเวคเตอร์ ก็เข้าใจได้ว่าเป็นการหา

ความแปรปรวนร่วม



ค่าคาดหวังและความแปรปรวนร่วม

• ให้ 𝑥 และ 𝑦 เป็นตัวแปรสุ่ม (Random Variable) แล้ว 

– 𝐸 𝑥 + 𝑦 = 𝐸 𝑥 + 𝐸 𝑦

– 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑦 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑉𝑎𝑟 𝑦 + 2𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦

– หาก 𝑥 และ 𝑦 ไม่สัมพันธ์กันแล้ว 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑦 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑉𝑎𝑟 𝑦

• ให้ x และ y เป็นเวคเตอร์ตัวแปรสุ่มแล้ว 

– 𝐸 𝐱 + 𝐲 = 𝐸 𝐱 + 𝐸 𝐲

– 𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐲 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐶𝑜𝑣 𝐲 + 𝐶𝑜𝑣 𝐱, 𝐲 + 𝐶𝑜𝑣 𝐲, 𝐱

– ถ้า x และ y ไม่สัมพันธ์กัน กล่าวคือ 𝐶𝑜𝑣 𝐱, 𝐲 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱, 𝐲 = 𝟎 แล้ว

𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐲 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐶𝑜𝑣 𝐲



𝐱
𝐲 =

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑦1
𝑦2
𝑦3

𝐶𝑜𝑣
𝐱
𝐲 =

𝑠𝑥1𝑥1
𝑠𝑥2𝑥1 𝑠𝑥2𝑥2
𝑠𝑥3𝑥1 𝑠𝑥3𝑥2 𝑠𝑥3𝑥3
𝑠𝑦1𝑥1 𝑠𝑦1𝑥2 𝑠𝑦1𝑥3 𝑠𝑦1𝑦1
𝑠𝑦2𝑥1 𝑠𝑦2𝑥2 𝑠𝑦2𝑥3 𝑠𝑦2𝑦1 𝑠𝑦2𝑦2
𝑠𝑦3𝑥1 𝑠𝑦3𝑥2 𝑠𝑦3𝑥3 𝑠𝑦3𝑦1 𝑠𝑦3𝑦2 𝑠𝑦3𝑦3

=
𝐶𝑜𝑣 𝐱 𝐶𝑜𝑣 𝐱, 𝐲

𝐶𝑜𝑣 𝐲, 𝐱 𝐶𝑜𝑣 𝐲

𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐲 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐶𝑜𝑣 𝐲 + 𝐶𝑜𝑣 𝐱, 𝐲 + 𝐶𝑜𝑣 𝐲, 𝐱

𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐲 =

𝑠𝑥1𝑥1
𝑠𝑥2𝑥1 𝑠𝑥2𝑥2
𝑠𝑥3𝑥1 𝑠𝑥3𝑥2 𝑠𝑥3𝑥3

+

𝑠𝑦1𝑦1
𝑠𝑦2𝑦1 𝑠𝑦2𝑦2
𝑠𝑦3𝑦1 𝑠𝑦3𝑦2 𝑠𝑦3𝑦3

+

𝑠𝑥1𝑦1 𝑠𝑥1𝑦2 𝑠𝑥1𝑦3
𝑠𝑥2𝑦1 𝑠𝑥2𝑦2 𝑠𝑥2𝑦3
𝑠𝑥3𝑦1 𝑠𝑥3𝑦2 𝑠𝑥3𝑦3

+

𝑠𝑦1𝑥1 𝑠𝑦1𝑥2 𝑠𝑦1𝑥3
𝑠𝑦2𝑥1 𝑠𝑦2𝑥2 𝑠𝑦2𝑥3
𝑠𝑦3𝑥1 𝑠𝑦3𝑥2 𝑠𝑦3𝑥3



ฟังก์ชั่นเพิ่มเติม

• Trace คือ ผลรวมของสมาชิกแนวทแยง

𝑡𝑟 𝐁2×2 = 𝑡𝑟
2 1
1 3

= 2 + 3 = 5

𝑡𝑟 𝐂3×3 = 𝑡𝑟
5 2 −7
2 12 5
−7 5 11

= 5 + 12 + 11 = 28

𝑡𝑟 𝐀1×1 = 𝑡𝑟 1 = 1



ฟังก์ชั่นเพิ่มเติม

• Determinant เป็นค่าหน่ึงทางเมทริกซ์ที่ใช้ในการหาอินเวอร์ซ

• ในเชิงสถิติ จะหา Determinant ของเมทริกซ์ความแปรปรวนเป็นหลัก ค่า Determinant 

ของเมทริกซ์จะออกมาเป็นคะแนนเดี่ยว (Scalar) บอกความแปรปรวนแผ่ขยาย 

(Generalized Variance) ของตัวแปรทั้งชุด

• ถ้าตัวแปรสัมพันธ์กันมาก ความแปรปรวนแผ่ขยายจะต่ า แต่หากตัวแปรไม่สัมพันธ์กันเลย 

ความแปรปรวนแผ่ขยายจะสูง



ยิง่ตวัแปรไม่สัมพนัธ์กนั ค่า determinant

ของเมทริกซ์สหสัมพนัธ์ยิง่สูง



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• สมมติว่ามีตัวแปรหนึ่ง เก็บข้อมูลจาก 4 คน มีค่า 2, 3, 4, และ 5 เชื่อว่าทั้ง 4 คนนี้ ถูกสุ่ม

มาจากประชากรท่ีมีการกระจายเป็นโค้งปกติ คะแนนแต่ละคนเป็นอิสระจากกันและมีการ

กระจายเป็นโค้งปกติเหมือนกัน (Independently and Identically Distributed, i.i.d.) การ

กระจายโค้งปกติใดที่เหมาะสมกับข้อมูลท้ัง 4 คนนี้

• สมการการกระจายโค้งปกติ เป็นดังนี้

• กล่าวคือ จะหาค่า 𝜇 และ 𝜎 ที่เหมาะสมกับข้อมูล 4 คน (2, 3, 4, 5) นี้

• 𝑓 𝑥 เป็นฟังก์ชั่นความหนาแน่นความน่าจะเป็น (Probability Density Function; PDF)

𝑓 𝑥 =
exp −

1
2

𝑥 − 𝜇
𝜎

2

𝜎 2𝜋



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• หลักการความเป็นไปได้สูงสุด คือ หาค่า 𝜇 และ 𝜎 ที่ท าให้ค่าด้านล่างมีค่าสูงสุด

• ค่า 𝑓 𝑥 อาจเรียกว่าค่าความเป็นไปได้ (Likelihood) และหลักการที่ท าให้ค่าความเป็นไป

ได้สูงท่ีสุด จะเรียกว่าค่าความเป็นไปได้สูงสุด (Maximum Likelihood)

• ค่าความเป็นไปได้ จะมีคุณลักษณะคล้ายๆ ความน่าจะเป็น (Probability) ที่มีค่า 0 ถึง 1

และค่าความน่าจะเป็นจากหลายๆ เหตุการณ์ที่เป็นอิสระกัน จะหาได้โดยการคูณกัน เช่น

𝑝 𝑥 ∩ 𝑦 = 𝑝 𝑥 𝑝 𝑦

• ค่าความเป็นไปได้รวม จึงเป็นการคูณกันของความเป็นไปได้แต่ละตัว

𝑓 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 = 𝑓 𝑥1 𝑓 𝑥2 𝑓 𝑥3 𝑓 𝑥4 =
exp −

1

2

2−𝜇

𝜎

2

𝜎 2𝜋

exp −
1

2

3−𝜇

𝜎

2

𝜎 2𝜋

exp −
1

2

4−𝜇

𝜎

2

𝜎 2𝜋

exp −
1

2

5−𝜇

𝜎

2

𝜎 2𝜋

จาก i.i.d



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• แต่ในคอมพิวเตอร์ จะไม่สามารถจัดการทศนิยมหลายๆ ต าแหน่งได้ง่าย และการคูณจะ

เพิ่มความยุ่งยากในการค านวณ จึงน า log มาใส่ค่าความเป็นไปได้ เพื่อความสะดวกในการ

ค านวณ 

• เมื่อใส่ log แล้ว ผลคูณจะกลายเป็นผลรวม การหาค่าต่ าสุดของ log-likelihood จะเท่ากับ

การหาค่าสูงสุดของ likelihood

log 𝑓 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 = −
1

2

2 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋 −
1

2

3 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋 −
1

2

4 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋 −
1

2

5 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋

log 𝑓 𝑥 = −
1

2

𝑥 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• หาค่าผลรวม log-likelihood ต่ าสุดเป็นดังนี้

ค่าเฉล่ียประมาณค่าได ้3.5

ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (แบบหารดว้ย N) ไดค่้า 1.18



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• ค่า Likelihood ของการกระจายแบบโค้งปกติที่มีหลายตัวแปร (Multivariate Normal 

Distribution; MVN) เป็นดังนี้

• ส่วน log-likelihood ของ MVN เป็นดังนี้

• หาฟังก์ชั่นความหนาแน่นท่ีเหมาะสมกับข้อมูล โดยการหา 𝛍 และ 𝚺 ผ่าน Log-likelihood

𝑓 𝐱 =

exp −
1
2 𝐱 − 𝛍 ′𝚺−1 𝐱 − 𝛍

2𝜋 𝑝 𝚺

log 𝑓 𝐱 = −
1

2
ln 𝚺 + 𝐱 − 𝛍 ′𝚺−1 𝐱 − 𝛍 + 𝑝 ln 2𝜋



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• หาค่าของเวคเตอร์ค่าเฉลี่ย 𝝁 และเมทริกซ์ความแปรปรวนร่วม 𝚺 ที่เหมาะสมกับข้อมูล N

คน กล่าวคือ 𝒚1, 𝒚2, … , 𝒚𝑁 ได้ โดยให้ผลรวมของ log-likelihood ต่ าท่ีสุด

• หากตัวอย่างทั้งหมดไม่มีค่าสูญหาย สมการ log-likelihood จะเป็นดังน้ี

log 𝑓 𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝑁 =෍

𝑖=1

𝑁

−
1

2
ln 𝚺 + 𝐱 − 𝛍 ′𝚺−1 𝐱 − 𝛍 + 𝑝 ln 2𝜋

log 𝐿 = −
𝑁

2
log 𝚺 −

1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝒚𝑖 − 𝝁 ′𝚺−1 𝒚𝑖 − 𝝁 −
𝑁𝑝

2
log 2𝜋

log 𝐿 = −
𝑁𝑝

2
log 2𝜋 −

𝑁

2
log 𝚺 −

𝑁

2
𝑡𝑟 𝐒𝚺−1 −

𝑁

2
𝒎𝑦 − 𝝁

′
𝚺−1 𝒎𝑦 − 𝝁



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• โดยปกติ ค่า 𝒎𝑦 และ 𝑺 ที่ค านวณได้จากกลุ่มตัวอย่าง จะเป็นค่าที่มีความเป็นไปได้สูงสุด

• โมเดลท่ีประมาณค่าเฉลี่ยและความแปรปรวนร่วมทั้งหมด จะเรียกว่าโมเดลแบบอ่ิมตัว 

(Saturated Model) จะมีค่าความเป็นไปได้สูงท่ีสุด

log 𝐿𝑆 = −
𝑁𝑝

2
log 2𝜋 −

𝑁

2
log 𝑺 −

1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝒚𝑖 −𝒎𝑦
′
𝐒−1 𝒚𝑖 −𝒎𝑦

log 𝐿𝑆 = −
𝑁𝑝

2
log 2𝜋 −

𝑁

2
log 𝑺 −

𝑁

2
𝑝



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• อย่างไรก็ตาม ใน SEM หรือสถิติอื่น จะสร้างค่าพารามิเตอร์ ที่จะบอกว่า ค่า 𝒎𝑦 และ 𝑺

ที่เป็นไปได้จะเป็นอย่างไร (เช่น ก าหนดว่าตัวแปรทั้งหมดถูกอธิบายจากองค์ประกอบเดียว) 

ค่าเฉลี่ยและความแปรปรวนร่วมท่ีค านวณได้จากโมเดลจะเรียกว่า ค่าเฉลี่ยและความ

แปรปรวนร่วมท่ีได้จากโมเดล (Model-implied Means and Covariance Matrix)

• Maximum Likelihood (ML) คือ การค่าพารามิเตอร์ในโมเดล เพื่อท าให้ค่า 

log-likelihood มีค่าสูงท่ีสุด 

– ค่า log-likelihood ที่ได้จากโมเดล มักมีค่าต่ ากว่าที่ได้จากโมเดลอิ่มตัว



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• ตัวอย่าง

– ข้อมูลของ Holzinger and Swineford (1939) เลือกเฉพาะตัวแปร x
1
และ x

2

– น าคะแนน x
1
มาบวกด้วยค่าคงที่ 1.1

– ค่าเฉลี่ยของ x
1
และ x

2
จะเท่ากับ 6.035 และ 6.088 ตามล าดับ

– นักวิจัยอาจต้องการเปรียบเทียบว่า ค่าเฉลี่ยของสองตัวแปรน้ีแตกต่างกันหรือไม่ ด้วย

dependent t-test พบว่า 𝑀1 −𝑀2 = −0.052, 𝑡 300 = −0.65, 𝑝 = .51



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• สามารถใช้สมการความเป็นไปได้ ในหาค่า 𝒎𝑦 และ 𝐒

ที่ท าให้เกิดความเป็นไปได้สูงท่ีสุด

• พบว่า ค่า 𝑚1 = 6.04,𝑚2 = 6.09,
𝑠1
2 = 1.36, 𝑠2

2 = 1.38, 𝑠12 = 0.41

• log 𝐿𝑆 = −935.03

• ในสมการนี้มีพารามิเตอร์ 5 ตัว

log 𝐿𝑆 = −
𝑁𝑝

2
log 2𝜋 −

𝑁

2
log 𝑺 −

1

2
෍

𝑖=1

𝑁

𝒚𝑖 −𝒎𝑦
′
𝐒−1 𝒚𝑖 −𝒎𝑦



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• สมมติว่านักวิจัยลองเปรียบเทียบกับโมเดลที่ค่าเฉลี่ย

ของทั้งสองตัวแปรเท่ากัน กล่าวคือประมาณค่า 4 

พารามิเตอร์ คือ 𝑚 (ค่าเฉลี่ยรวมท้ังสองตัวแปร), 

𝑠1
2
, 𝑠2

2
, 𝑠12 สามารถใช้หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

หาได้เช่นกัน โดยจ ากัดการหาแค่ 4 พารามิเตอร์

• พบว่า ค่า 𝑚 = 6.06, 𝑠1
2 = 1.36,

𝑠2
2 = 1.38, 𝑠12 = 0.41

• log 𝐿𝑆 = −935.25

• ในสมการนี้มีพารามิเตอร์ 4 ตัว



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• 𝐻1: 𝜇1 ≠ 𝜇2: ใช้ 5 พารามิเตอร์ ได้ log 𝐿𝑆 = −935.03

• 𝐻0: 𝜇1 = 𝜇2: ใช้ 4 พารามิเตอร์ ได้ log 𝐿𝑆 = −935.25

• โมเดลแรกเรียกโมเดลเต็ม (Full Model) และโมเดลท่ีสองเรียกโมเดลท่ีถูกจ ากัด 

(Restricted Model) 

• ในการตรวจสอบความเป็นไปได้สูงสุด ถ้าโมเดลท้ังสองซ้อนกัน (อธิบายในภายหลัง) 

สามารถน ามาเปรียบเทียบว่าโมเดลท้ังสองแตกต่างกันอย่างมีนัยส าคัญหรือไม่ ผ่านการ

ทดสอบสัดส่วนความเป็นไปได้ (Likelihood Ratio Test) หรือการทดสอบความเบ่ียงเบน (

Deviance Test): 𝐷 = −2 × 𝐿𝐿0 − 𝐿𝐿1
• จากตัวอย่างนี้ ค่าเท่ากับ −2 −935.25 + 935.03 = 0.427



หลักการความเป็นไปได้สูงสุด

• ค่า D นี้ หากกลุ่มตัวอย่างขนาดใหญ่ และโมเดลที่จ ากัดถูกต้อง การกระจายของค่า D จะ

เป็นการกระจาย Chi-square ที่ df เท่ากับความแตกต่างของจ านวนพารามิเตอร์ของทั้ง

สองโมเดล

• ในตัวอย่างนี้ ความแตกต่างค่าพารามิเตอร์เท่ากับ 1

• ดังนั้น 𝜒2 1 = 0.427, 𝑝 = .51

• ค่า p เท่ากับ Dependent t-test ค่าเฉลี่ยของท้ังสองตัวแปรไม่แตกต่างกันอย่างมี

นัยส าคัญ

• หาก 𝑁 → ∞ แล้ว 𝜒2 = 𝑡2
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