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โครงรา่งการน าเสนอ

• การเปรยีบเทียบสดัสว่นความเป็นไปได้
• โมเดลความชนัแบบสุม่
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การเปรยีบเทียบสดัสว่นความเป็นไปได้

• การทดสอบสดัสว่นความเป็นไปได ้(Likelihood Ratio Test) หรอืท่ีเรยีกอีกช่ือหนึ่งวา่การทดสอบความ
เบี่ยงเบน (Deviance Test) ซึง่เป็นวิธีการเดียวในการทดสอบความแปรปรวน
• โมเดลเตม็ (Full Model: M0) หรอืโมเดลตน้ (Parent Model) เป็นโมเดลท่ีประมาณคา่พารามิเตอรท์ัง้หมด
• โมเดลจ ากดั (Restricted Model: M1) หรอืโมเดลซอ้น (Nested Model) เป็นโมเดลท่ีไมไ่ดป้ระมาณ
คา่พารามิเตอรท์ัง้หมดท่ีโมเดลเต็มไดว้ิเคราะห์

• โมเดลเต็มจะตอ้งประมาณคา่พารามิเตอรท์กุคา่ท่ีโมเดลจ ากดัประมาณคา่
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การเปรยีบเทียบสดัสว่นความเป็นไปได้
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𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

ระดบัที่ 1

ระดบัที่ 2
𝛽1𝑗 = 𝛾10

𝛽2𝑗 = 𝛾20

Var 𝑒𝑖𝑗 = 𝜎2

Var 𝑢0𝑗 = 𝜏00

พารามิเตอรส์ีแดง ไดร้บัการประมาณคา่จากโมเดลทัง้สองโมเดล
พารามิเตอรส์ีเขียว ไดร้บัการประมาณคา่เฉพาะโมเดลเตม็



การเปรยีบเทียบสดัสว่นความเป็นไปได้

• คา่ความเป็นไปได ้(Likelihood) ของทัง้สองโมเดลจะน ามาเปรยีบเทียบกนั ถา้คา่ความเป็นไปไดข้องทัง้ 
2 โมเดลไม่แตกตา่งกนั โมเดลท่ีประมาณคา่พารามิเตอรน์อ้ยกวา่หรอืโมเดลจ ากดั (Restricted Model) 
จะดีกวา่

• แตถ่า้คา่ความเป็นไปไดแ้ตกตา่งกนัมาก แสดงวา่การเพิ่มคา่พารามิเตอรเ์ป็นเรือ่งท่ีจ าเป็น

• การเปรยีบเทียบคา่ความเป็นไปได ้จะมีคา่สถิติทดสอบเป็น 𝜒2 โดย df เท่ากบัจ านวนพารามิเตอรท่ี์
แตกตา่งกนั
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การทดสอบความเป็นไปได้
เลือกโมเดลเตม็

เลือกโมเดลจ ากดั

sig

ไม ่sig
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• สองโมเดลนีแ้ตกตา่งกนัท่ีการเพิ่มขึน้ของตวัแปรสีของปลาทอง ซึง่ผลถึงระดบันยัส าคญั แสดงวา่สีของ
ปลามีผลตอ่การกินอาหารปลาอยา่งมีนยัส าคญั เม่ือควบคมุความยาวของปลา

• วิธีการทดสอบนี ้สามารถทดสอบพารามิเตอรห์ลายตวัไดพ้รอ้มกนั (เช่น การทดสอบตวัแปรจดักลุม่ท่ีมี
มากกวา่ 2 กลุม่) และทดสอบอิทธิพลสุม่ซึง่กลา่วถึงเป็นเนือ้หาถดัไป



โมเดลความชนัแบบสุม่

• ใสต่วัแปรอิสระในระดบัท่ี 1 มีขนาดอิทธิพลแตกตา่งกนัระหวา่งกลุม่

• 𝑌𝑖𝑗 , 𝑋1𝑖𝑗 , 𝑋2𝑖𝑗 , 𝑊1𝑗 , 𝑊2𝑗 , 𝛽0𝑗 , 𝛽1𝑗 , 𝛽2𝑗 , 𝑒𝑖𝑗 , 𝑢0𝑗 , 𝛾00,
𝛾01, 𝛾02 แปลความหมายเหมือนกบัโมเดลจดุตดัแบบสุม่

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝛾01𝑊1𝑗 + 𝛾02𝑊2𝑗 + 𝑢0𝑗

ระดบัที่ 1

ระดบัที่ 2
𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

𝛽2𝑗 = 𝛾20 + 𝑢2𝑗
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• 𝛾00 คือ คา่ของตวัแปรตาม เม่ือ 𝑋1, 𝑋2 มีคา่เท่ากบั 0 เฉลี่ยทกุกลุม่
• 𝛾10 คือ คา่ของ Y ท่ีเปลี่ยนแปลงไปเฉลี่ยทกุกลุม่ เม่ือคา่ X1 เพิ่มขึน้ 1 แตม้ เมื่อควบคมุ X2 ใหค้งท่ี
• 𝛾20 คือ คา่ของ Y ท่ีเปลี่ยนแปลงไปเฉลี่ยทกุกลุม่ เม่ือคา่ X2 เพิ่มขึน้ 1 แตม้ เมื่อควบคมุ X1 ใหค้งท่ี

• 𝑢1𝑗  คือ คา่เบี่ยงเบนของความชนัของ X1 ของกลุม่ท่ี j ออกจากคา่เฉลี่ย

• 𝑢2𝑗  คือ คา่เบี่ยงเบนของความชนัของ X2 ของกลุม่ท่ี j ออกจากคา่เฉลี่ย

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

ระดบัท่ี 1

ระดบัท่ี 2
𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

𝛽2𝑗 = 𝛾20 + 𝑢2𝑗
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• คา่สีแดง จะเรยีกวา่อิทธิพลถาวร (Fixed Effect) ซึง่ไมมี่ความแตกตา่งระหวา่งบคุคลหรอืกลุ่ม 
• คา่สีมว่ง จะเรยีกวา่อิทธิพลสุม่ (Random Effect) ซึง่เป็นคา่ท่ีมีความแตกตา่งระหวา่งกลุม่ ซึง่บางครัง้
อาจเรยีกวา่ตวัแปรแฝง (Latent Variable)

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

ระดบัท่ี 1

ระดบัท่ี 2
𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

𝛽2𝑗 = 𝛾20 + 𝑢2𝑗



• ขอ้ตกลงเบือ้งตน้ของโมเดลพหรุะดบั เป็นดงันี ้
▪ ตวัแปรสุม่ในระดบัที่ 1 มีการกระจายเป็นโคง้ปกติ และเป็นอิสระจากกนั

▪ ตวัแปรสุม่ในระดบัที่ 2 มีการกระจายเป็นโคง้ปกติแบบพห ุและเป็นอิสระจากกนั

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

ระดบัท่ี 1

ระดบัท่ี 2
𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

𝛽2𝑗 = 𝛾20 + 𝑢2𝑗

𝑒𝑖𝑗~𝒩 0, 𝜎2  𝑖. 𝑖. 𝑑

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗

𝑢2𝑗

~𝒩
0
0
0

,
𝜏00

𝜏01 𝜏11

𝜏02 𝜏12 𝜏22

 𝑖. 𝑖. 𝑑

𝐮𝑗~𝒩 𝟎, 𝚻  𝑖. 𝑖. 𝑑

หรอื
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• i.i.d (Independently and Identically Distributed) คือ การกระจายของ eij ของแตล่ะคน หรอื 
𝑢0𝑗 𝑢1𝑗 𝑢2𝑗 ′ ของแตล่ะกลุม่ จะตอ้ง
▪ เป็นอิสระจากกนั คา่ความผิดพลาด (Error) จากคนหรอืกลุม่หนึ่งเปลี่ยนแปลงไปในทิศทางใด จะตอ้งไม่บอกใบ้
การเปลี่ยนแปลงของอีกตวัหนึ่ง

▪ เป็นการกระจายแบบเดียวกนั ซึง่คือ โคง้ปกติท่ีคา่เฉลี่ยเป็น 0 และความแปรปรวน (หรอืความแปรปรวนรว่ม) คงท่ี 
(Homoscedasticity)

𝑒𝑖𝑗~𝒩 0, 𝜎2  𝑖. 𝑖. 𝑑

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗

𝑢2𝑗

~𝒩
0
0
0

,
𝜏00

𝜏01 𝜏11

𝜏02 𝜏12 𝜏22

 𝑖. 𝑖. 𝑑
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• ในโมเดลท่ีไมมี่ตวัแปรตน้ในระดบัท่ี 2 คา่ความแปรปรวนรว่มมีความหมายดงันี ้
▪ 𝜏00 = ความแปรปรวนของจดุตดัแกน Y ระหวา่งกลุม่
▪ 𝜏11 = ความแปรปรวนของความชนัของ X1 ท่ีมีต่อ Y
▪ 𝜏22 = ความแปรปรวนของความชนัของ X2 ท่ีมีต่อ Y
▪ 𝜏01 = ความแปรปรวนรว่มของจดุตดัแกน Y และความชนัของ X1 ท่ีมีต่อ Y ระหวา่งกลุม่
▪ 𝜏02 = ความแปรปรวนรว่มของจดุตดัแกน Y และความชนัของ X2 ท่ีมีต่อ Y ระหว่างกลุม่
▪ 𝜏12 = ความแปรปรวนรว่มของความชนัของ X1 ท่ีมีต่อ Y และความชนัของ X2 ท่ีมีต่อ Y 
ระหวา่งกลุม่

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

ระดบัท่ี 1

ระดบัท่ี 2

𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

𝛽2𝑗 = 𝛾20 + 𝑢2𝑗

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗

𝑢2𝑗

~𝒩
0
0
0

,
𝜏00

𝜏01 𝜏11

𝜏02 𝜏12 𝜏22
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• ท่านสามารถหาคา่สหสมัพนัธข์องอิทธิพลสุม่ในระดบัท่ี 2 ได้
▪ 𝜌01 = 𝜏01/ 𝜏00 ⋅ 𝜏11 คือ สหสมัพนัธร์ะหวา่งจดุตดัแกน Y และความชนัของ X1 ที่มีตอ่ Y ระหวา่งกลุม่
▪ 𝜌02 = 𝜏02/ 𝜏00 ⋅ 𝜏22 คือ สหสมัพนัธร์ะหว่างจดุตดัแกน Y และความชนัของ X2 ท่ีมีตอ่ Y ระหว่างกลุม่
▪ 𝜌12 = 𝜏12/ 𝜏11 ⋅ 𝜏22 คือ สหสมัพนัธร์ะหวา่งความชนัของ X1 ท่ีมีต่อ Y และความชนัของ X2 ท่ีมีต่อ Y ระหวา่งกลุม่

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

ระดบัท่ี 1

ระดบัท่ี 2

𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

𝛽2𝑗 = 𝛾20 + 𝑢2𝑗

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗

𝑢2𝑗

~𝒩
0
0
0

,
𝜏00

𝜏01 𝜏11

𝜏02 𝜏12 𝜏22
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• ถา้มีตวัแปรตน้ในระดบัท่ี 2 ความหมายของคา่คงเหลือระดบัท่ีสองจะเปลี่ยนไป ซึง่สืบเน่ืองไปถงึค่าความแปรปรวน 
และความแปรปรวนรว่มทัง้หมด เช่น
▪ 𝜏01 = ความแปรปรวนรว่มของคา่คงเหลือของจดุตดัแกน Y และความชนัของ X1 ท่ีมีต่อ Y ระหว่างกลุม่
▪ 𝜌01 = ค่าสหสมัพนัธร์ะหวา่งคา่คงเหลือของจดุตดัแกน Y และความชนัของ X1 ท่ีมีต่อ Y ระหวา่งกลุม่

• โมเดลนีจ้ะเรยีกวา่โมเดลความชนัแบบสุม่ (Random Slope Model) เน่ืองจากความชนัของตวัแปรอิสระ
ระดบัท่ี 1 แตกตา่งกนัระหวา่งกลุม่

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝛾01𝑊1𝑗 + 𝛾02𝑊2𝑗 + 𝑢0𝑗

ระดบัท่ี 1

ระดบัท่ี 2

𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

𝛽2𝑗 = 𝛾20 + 𝑢2𝑗

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗

𝑢2𝑗

~𝒩
0
0
0

,
𝜏00

𝜏01 𝜏11

𝜏02 𝜏12 𝜏22



โมเดลความชนัแบบสุม่

• การทดสอบความชนัแบบสุม่ จะใชก้ารทดสอบความเป็นไปได ้โดยปกตจิะเริม่ตน้จากโมเดลท่ีไม่มีความ
ชนัแบบสุม่ แลว้ทดสอบความชนัแบบสุม่ของตวัแปรทีละตวั

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

ระดบัท่ี 1
ระดบัท่ี 2

𝛽1𝑗 = 𝛾10

𝛽2𝑗 = 𝛾20

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

𝛽2𝑗 = 𝛾20

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

𝛽1𝑗 = 𝛾10

𝛽2𝑗 = 𝛾20 + 𝑢2𝑗

โมเดลจ ากดัโมเดลเต็ม 1 โมเดลเต็ม 2

ทดสอบวา่ 𝜏11 และ 𝜏01 
แตกต่างจาก 0 อย่างมีนยัส าคญั

ทดสอบวา่ 𝜏22 และ 𝜏02 
แตกต่างจาก 0 อย่างมีนยัส าคญั
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ท านายปรมิาณอาหารท่ีปลาทองกิน
ดว้ยความยาวของปลา และสีของปลา

ความยาว

สีทอง

อาหารท่ีกิน

ระดบัตูป้ลา

ระดบัปลา



18 มกราคม 2567 สนัทดั พรประเสรฐิมานิต (MLM) 17

ใสใ่นกรณีท่ีวิธีการประมาณคา่แบบปกติ ไม่สามารถหาค่าไดส้  าเรจ็ (Fail to Converge)

ใสต่วัแปรท่ีตอ้งการใหค้วามชนัแปรผนักนัระหวา่งกลุม่
ความชนัของความยาวของปลาแตกต่างกนัระหวา่งกลุม่อย่างมีนยัส าคญั

ความชนัของสีของปลา ไม่แตกตา่งกนัระหวา่งกลุม่อย่างมีนยัส าคญั
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𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗 𝑋1𝑖𝑗 − 15 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 39.29 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.87 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = −0.46

Var 𝑒𝑖𝑗 = 5.97

sig
sig
sig

Var 𝑢0𝑗 = 19.36

Var 𝑢1𝑗 = 0.017

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .67



18 มกราคม 2567 สนัทดั พรประเสรฐิมานิต (MLM) 19

ปลาท่ีไมไ่ดมี้สีทอง ความยาว 15 ซม. จะมีการกินอาหารเฉล่ีย 39.29 เม็ดตอ่วนั

ภายในปลาสีเดียวกนั หากปลามีความยาวเพิ่มขึน้ 1 ซม. จะมีการกินอาหารเพิ่มขึน้ 
0.87 เมด็ต่อวนัโดยเฉล่ีย

ภายในปลาท่ีมีความยาวเทา่กนั ปลาสีอ่ืนจะมีการกินอาหารเมด็มากกว่าปลาสีทอง
0.46 เมด็ต่อวนั

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗 𝑋1𝑖𝑗 − 15 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 39.29 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.87 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = −0.46

Var 𝑒𝑖𝑗 = 5.97

Var 𝑢0𝑗 = 19.36

Var 𝑢1𝑗 = 0.017

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .67
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𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗 𝑋1𝑖𝑗 − 15 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 39.29 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.87 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = −0.46

Var 𝑒𝑖𝑗 = 5.97

Var 𝑢0𝑗 = 19.36

Var 𝑢1𝑗 = 0.017

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .67

ปลาท่ีไมไ่ดมี้สีทอง ความยาว 15 ซม. ภายในแตล่ะตูป้ลา จะมีการกินอาหารเฉล่ียอยูใ่น

ช่วงเช่ือมนั 95% เทา่กบั 𝛾00 ± 𝑧
1−

𝛼

2

𝜏00 = 39.29 ± 1.96 ⋅ 19.36

= (30.67, 47.91) เม็ดตอ่วนั

ภายในปลาสีเดียวกนั เม่ือปลามีความยาวเพิ่มขึน้ 1 ซม. การกินอาหารของปลาแตล่ะตู้

อยูใ่นช่วงเช่ือมนั 95% เทา่กบั 𝛾10 ± 𝑧
1−

𝛼

2

𝜏11 = 0.87 ± 1.96 ⋅ 0.017

= (0.61, 1.13) เมด็ต่อวนั
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𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗 𝑋1𝑖𝑗 − 15 + 𝛽2𝑗𝑋2𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 39.29 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.87 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = −0.46

Var 𝑒𝑖𝑗 = 5.97

Var 𝑢0𝑗 = 19.36

Var 𝑢1𝑗 = 0.017

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .67

ตูป้ลาท่ีปลาไม่ไดมี้สีทอง ความยาว 15 ซม. มีการกินอาหารปลาสงู จะมีแนวโนม้ท่ีอิทธิพล
ของความยาวท่ีมีต่อการกินอาหารปลาเพ่ิมขึน้ เทียบเท่ากบัคา่สหสมัพนัธ ์.67

หาอิทธิพลสุม่ระหวา่งกลุม่

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗



โมเดลความชนัแบบสุม่
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ทดสอบวา่เพศผูส้มคัรและคะแนน
เชาวนปั์ญญา มีผลตอ่คะแนนการประเมิน

แตกต่างกนัระหวา่งกลุม่หรอืไม่

เพศผูส้มคัร
คะแนนการ
ประเมิน

ระดบัผูส้มคัร(1 = หญิง, 0 = ชาย)

คะแนนเชาวน์
ปัญญา

ระดบัผูส้มัภาษณ์



18 มกราคม 2567 สนัทดั พรประเสรฐิมานิต (MLM) 23

เปลี่ยน IQ เป็นคะแนนมาตรฐาน เพ่ือใหโ้มเดลประมาณค่าได้

ใสต่วัแปรท่ีตอ้งการใหค้วามชนัแปรผนักนัระหว่างกลุม่
ความแตกต่างของคะแนนประเมนิระหว่างผูส้มคัรเพศชายและหญิงแตกต่างกนัระหว่างผูส้มัภาษณอ์ย่างมีนยัส  าคญั

ความชนัของ IQ ท่ีมีต่อคะแนนประเมินไม่แตกตา่งกนัระหวา่งผูส้มัภาษณอ์ย่างมีนยัส าคญั
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𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗 𝑋2𝑖𝑗 − 100 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 75.54 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.12 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = 0.03

ทดสอบแลว้ พบวา่ความชนัของ IQ ไม่แตกตา่งกนั
ระหวา่งกลุม่อย่างมีนยัส าคญั เม่ือไม่มีความชนัแบบสุม่
IQ สเกลปกติสามารถประมาณค่าได ้จึงกลบัมาใช้
สเกลปกติ

Var 𝑒𝑖𝑗 = 21.77

sig
no sig
sig

Var 𝑢0𝑗 = 20.12

Var 𝑢1𝑗 = 1.09

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .11
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คะแนนท่ีผูส้มัภาษณป์ระเมินผูส้มคัรเพศชาย ท่ีมีระดบั IQ เทา่กบั 100 เทา่กบั 75.54
คะแนน

หากผูส้มคัรมีคะแนน IQ สงูขึน้ 1 หน่วย จะไดร้บัคะแนนประเมินสงูขึน้ 0.03 แตม้ เม่ือ
ควบคมุเพศของผูส้มคัรใหค้งท่ี

ผูส้มคัรเพศหญิงไดร้บัคะแนนประเมินสงูกวา่เพศชาย 0.12 คะแนนโดยเฉล่ีย เม่ือควบคมุ
IQ ใหค้งท่ี ความแตกตา่งนีไ้มถ่งึระดบันยัส าคญั

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗 𝑋2𝑖𝑗 − 100 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 75.54 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.12 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = 0.03

Var 𝑒𝑖𝑗 = 21.77

Var 𝑢0𝑗 = 20.12

Var 𝑢1𝑗 = 1.09

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .11
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𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗 𝑋2𝑖𝑗 − 100 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 75.54 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.12 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = 0.03

Var 𝑒𝑖𝑗 = 21.77

Var 𝑢0𝑗 = 20.12

Var 𝑢1𝑗 = 1.09

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .11

คะแนนที่ผูส้มัภาษณป์ระเมินผูส้มคัรเพศชาย ท่ีมีระดบั IQ เทา่กบั 100 อยูใ่น
ช่วงเช่ือมนั 95% เทา่กบั 75.54 ± 1.96 ⋅ 20.12 = (66.75, 84.33) คะแนน

หากผูส้มคัรมี IQ ระดบัเดียวกนั ผูส้มคัรเพศหญิงไดร้บัคะแนนประเมินมากกวา่เพศชาย
แตกต่างกนัระหวา่งผูส้มัภาษณ ์โดยอยูใ่นช่วงเช่ือมนั 95% เทา่กบั 
0.12 ± 1.96 ⋅ 1.09 = (-1.93, 2.17) คะแนน
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𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗 𝑋2𝑖𝑗 − 100 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 75.54 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.12 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = 0.03

Var 𝑒𝑖𝑗 = 21.77

Var 𝑢0𝑗 = 20.12

Var 𝑢1𝑗 = 1.09

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .11

คะแนนที่ผูส้มัภาษณป์ระเมินผูส้มคัรเพศชาย ท่ีมีระดบั IQ เทา่กบั 100 และการประเมิน
ความแตกตา่งระหวา่งเพศ มีความสมัพนัธท์างบวกเลก็นอ้ย อยูท่ี่คา่สหสมัพนัธเ์ทา่กบั .11

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗
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ทดสอบวา่เพศผูส้มคัรและคะแนน
เชาวนปั์ญญา มีผลตอ่คะแนนการประเมิน
แตกต่างกนัระหวา่งกลุม่หรอืไม่ โดยมี

เพศผูส้มัภาษณใ์นสมการดว้ย

เพศผูส้มคัร
คะแนนการ
ประเมิน

ระดบัผูส้มคัร(1 = หญิง, 0 = ชาย)

คะแนนเชาวน์
ปัญญา

ระดบัผูส้มัภาษณ์
เพศผู้

สมัภาษณ์
(1 = หญิง, 0 = ชาย)
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𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗 𝑋2𝑖𝑗 − 100 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 75.32 + 0.45𝑊1𝑗 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.12 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = 0.03

Var 𝑒𝑖𝑗 = 21.77

sig
no sig
sig

Var 𝑢0𝑗 = 20.16

Var 𝑢1𝑗 = 1.09

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .08

no sig

โมเดลที่ไมม่ีเพศผูส้มัภาษณม์ีคา่เท่ากบั 20.12 แต่พอใสเ่พศผูส้มัภาษณ์
ค่าเพิ่มมาเป็น 20.16 ตามหลกัควรเป็นไปไมไ่ด ้เพราะตวัแปรท่ีเพิ่มจะมา
อธิบายความแปรปรวน ท าใหค้วามแปรปรวนลดลง แต่ดว้ยการประมาณ
ค่าที่ซบัซอ้นของการวิเคราะหพ์หรุะดบั ท าใหเ้กิดความคาดเคลื่อนของ
ตวัเลขบา้ง และเพศผูส้มัภาษณไ์มส่ามารถอธิบายไดอ้ย่างมีนัยส าคญั
ผลแบบนีจ้งึโอเคอยู่ และบอกว่าเพศผูส้มัภาษณไ์มม่ีผลตอ่ตวัแปรตาม 
แลว้น าตวัแปรตน้ตวันีอ้อก
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คะแนนท่ีผูส้มัภาษณป์ระเมินผูส้มคัรเพศชาย ท่ีมีระดบั IQ เทา่กบั 100 ดว้ยผู้
สมัภาษณเ์พศชาย เทา่กบั 75.54 คะแนน

หากผูส้มคัรมีคะแนน IQ สงูขึน้ 1 หน่วย จะไดร้บัคะแนนประเมินสงูขึน้ 0.03 แตม้ เม่ือ
ควบคมุเพศของผูส้มคัรและเพศของผูส้มัภาษณใ์หค้งท่ี

ผูส้มคัรเพศหญิงไดร้บัคะแนนประเมินสงูกวา่เพศชาย 0.12 คะแนนโดยเฉล่ีย เม่ือควบคมุ
IQ และเพศผูส้มัภาษณใ์หค้งท่ี ความแตกตา่งนีไ้มถ่งึระดบันยัส าคญั

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝛽2𝑗 𝑋2𝑖𝑗 − 100 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 75.32 + 0.45𝑊1𝑗 + 𝑢0𝑗; 𝛽1𝑗 = 0.12 + 𝑢1𝑗; 𝛽2𝑗 = 0.03

Var 𝑒𝑖𝑗 = 21.77

Var 𝑢0𝑗 = 20.16

Var 𝑢1𝑗 = 1.09

Cor 𝑢0𝑗 , 𝑢1𝑗 = .08

ผูส้มัภาษณเ์พศหญิงใหค้ะแนนประเมินสงูกวา่ผูส้มัภาษณเ์พศชาย 0.45 คะแนน 
ความแตกตา่งนีไ้มถ่งึระดบันยัส าคญั



โมเดลความชนัแบบสุม่
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ศกึษาว่าเพศและอายมีุผลตอ่ความพงึพอใจ
แตกต่างกนัระหวา่งโต๊ะอาหารหรอืไม่

เพศ

ความพงึ
พอใจ

ระดบัโต๊ะ
ระดบัลกูคา้

(1 = หญิง, 0 = ชาย)

อายุ
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ใสต่วัแปรท่ีตอ้งการใหค้วามชนัแตกต่างกนัระหว่างกลุม่
อิทธิพลของอายท่ีุมีผลตอ่ความพงึพอใจ ไมแ่ตกต่างกนัระหว่างโต๊ะ อย่างมีนยัส  าคญั

ความแตกต่างระหว่างเพศในการประเมนิความพงึพอใจ ไมแ่ตกต่างกนัระหว่างโต๊ะ อย่างมีนยัส  าคญั



โมเดลความชนัแบบสุม่

• ตวัแปรสุม่ในระดบักลุม่ สามารถท าได ้3 รูปแบบ

18 มกราคม 2567 สนัทดั พรประเสรฐิมานิต (MLM) 33

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00 + 𝑢0𝑗

𝛽1𝑗 = 𝛾10

𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋1𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 𝛾00

𝛽1𝑗 = 𝛾10 + 𝑢1𝑗

เป็นปกติ มีจดุตดัและความชนั
แตกต่างกนัระหว่างกลุม่

เป็นปกติ จดุตดัแตกต่างกนัระหว่างกลุม่ 
แต่ความชนัเหมือนกนัทกุกลุม่

มีเฉพาะโมเดลระยะยาวหรอืการทดลอง
ท่ีจดุเริม่ตน้เท่ากนั

Y Y Y

X X X



การประมาณคา่พารามิเตอร์

• ในโมเดลพหรุะดบั การประมาณคา่มี 2 วิธี คือ ความเป็นไปไดส้งูสดุ (Maximum Likelihood; ML) และ
ความเป็นไปไดส้งูสดุจากคา่คงเหลือ (Residual Maximum Likelihood; REML)

• วิธีการทัง้สองนี ้แตกตา่งกนัท่ีการประมาณคา่ความแปรปรวนของคา่คงเหลือในโมเดล ൫
൯

เช่น
𝜏00, 𝜏11, 𝜏01, 𝜎2

• ML จะค านวณความแปรปรวน โดยหารดว้ยจ านวนกลุม่ตวัอยา่งตรงๆ เลย แต ่REML จะค านวณความแปรปวน 
โดยหารดว้ยองศาอิสระ (Degree of freedom) ซึง่เอาจ านวนกลุม่ตวัอยา่ง ลบดว้ยจ านวนคา่สมัประสทิธถ์ดถอย 
ท่ีประมาณคา่ไปแลว้

• REML จะท านายคา่ความแปรปรวนแมน่ย ากวา่ สว่น ML จะท านายต ่ากวา่ความเป็นจรงิ
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การประมาณคา่พารามิเตอร์

• เม่ือจ านวนกลุม่มากขึน้ และจ านวนตวัแปรอิสระระดบัท่ี 2 มีจ านวนนอ้ย อคตมีิแนวโนม้จะนอ้ยลง 
• อยา่งไรก็ตาม REML มีขอ้จ ากดัในการทดสอบสดัสว่นความเป็นไปได ้(Likelihood Ratio Test; LRT) 
หรอืท่ีเรยีกอีกช่ือหนึ่งวา่การทดสอบความเบี่ยงเบน (Deviance Test) กลา่วคือ
• ไมส่ามารถใช ้LRT ทดสอบอิทธิพลถาวร (Fixed Effects) ได ้ซึง่อิทธิพลถาวร คือ 
คา่สมัประสิทธถ์ดถอยต่างๆ 𝛾 หมายความวา่ ทดสอบผลของการเพิ่มตวัแปรในสมการไมไ่ด ้เช่น ทดสอบวา่
การเพิ่มเขตการศกึษา ซึง่แบง่เป็น 5 เขต สามารถอธิบายผลสมัฤทธ์ิทางการเรยีนของนกัเรยีนไดเ้พิ่มเติมหรือไม ่
ไมไ่ด้

• ใช ้LRT ทดสอบอิทธิพลสุม่ (Random Effects) ซึง่คือ คา่ความแปรปรวน (Variance) และความแปรปรวนรว่ม 
(Covariance) ของคา่ความผิดพลาดในการท านายได ้เม่ืออิทธิพลถาวรของทัง้สองโมเดลเหมือนกนัเทา่นัน้
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การประมาณคา่พารามิเตอร์

• โดยปกติผมมกัใช ้ML เน่ืองจากสว่นตวัมองวา่
• ในการวิเคราะหพ์หรุะดบั จ านวนกลุม่ตอ้งสงูระดบัหนึ่งอยูแ่ลว้ มิเช่นนัน้ก าลงัในการวิเคราะหท์างสถิติจะนอ้ยมาก
• การวิเคราะหพ์หรุะดบัแทบทกุครัง้ จะตอ้งใช ้LRT ในการเปรียบเทียบโมเดลหลากหลายรูปแบบ ซึง่ท  าใหต้อ้งใช ้

ML อยูดี่ หากตอนแรกวิเคราะหด์ว้ย REML แลว้สดุทา้ยมาวิเคราะหด์ว้ย ML ตวัเลขท่ีออกมาจะไมส่อดคลอ้งกนั

• ใน lme4 สามารถเลือกวิธีการวิเคราะหไ์ดโ้ดยแกไ้ขตวัเลือกท่ีช่ือ REML
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คาบตอ่ไป

• ปฏิสมัพนัธ ์(Interaction)
• การบา้นท่ี 4
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แบบฝึกหดั

• 𝑌𝑖𝑗 = คะแนนผลสมัฤทธ์ิทางการเรยีนคณิตศาสตรข์องนกัเรยีนซอ้นในโรงเรยีน

• 𝑋𝑖𝑗 = จ านวนวนัที่หยดุเรยีน

L1:

L2:

𝑒𝑖𝑗 ~ 𝑁 0, 50𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 40 + 𝑢0𝑗

𝛽1𝑗 = −1.5 + 𝑢1𝑗

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗
~ 𝑁

0
0

, 20
−4 5

381/18/2024 PSYC 694/894 Spring 13 Lab 1

𝜌 = −.4



แบบฝึกหดั

• 𝑌𝑖𝑗 = ผลการปฏิบตัิงาน

• 𝑋𝑖𝑗 = ประสบการณท์ างาน (ปี)

• 𝑊1𝑗 = ขนาดของบรษัิท (คน)

• 𝑊2𝑗 = คา่เฉลี่ยของเงินท่ีเพิ่มขึน้ (หน่วยเทา่กบัหม่ืนบาท)

L1:

L2:

𝑒𝑖𝑗 ~ 𝑁 0, 25𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 40 + 0.005𝑊1𝑗 + 1.2𝑊2𝑗 + 𝑢0𝑗

𝛽1𝑗 = 1.15 + 𝑢1𝑗

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗
~ 𝑁

0
0

, 25
−0.25 0.4

391/18/2024 PSYC 694/894 Spring 13 Lab 1



แบบฝึกหดั

• 𝑌𝑖𝑗 = คะแนนอารมณท์างบวกในแตล่ะวนัซอ้นในผูเ้ขา้รว่มการทดลอง; 

• 𝑋𝑖𝑗 = วนัสดุสปัดาห์ (1 = ใช่; 0 = ไมใ่ช่)

• 𝑊1𝑗 = คะแนนความออ่นไหวทางอารมณ ์(Neuroticism)

• 𝑊2𝑗 = เพศ (1 = หญิง; 0 = ชาย)

L1:

L2:
𝑒𝑖𝑗 ~ 𝑁 0, 36𝑌𝑖𝑗 = 𝛽0𝑗 + 𝛽1𝑗𝑋𝑖𝑗 + 𝑒𝑖𝑗

𝛽0𝑗 = 45 − 0.5𝑊1𝑗 + 4𝑊2𝑗 + 𝑢0𝑗

𝛽1𝑗 = 10 + 𝑢1𝑗

401/18/2024 PSYC 694/894 Spring 13 Lab 1

𝑢0𝑗

𝑢1𝑗
~ 𝑁

0
0

, 7
2.5 4
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