
พีชคณิตเมทริกซแ์ละหลกัความ
เป็นไปได้สงูสดุ 
(Matrix Algebra and Maximum
Likelihood)
สนัทดั พรประเสริฐมานิต



โครงรา่งน าเสนอ
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ลกัษณะของเมทรกิซ์

• เมทรกิซเ์ป็นการจดัตวัเลขในรปูของสีเ่หลีย่ม ทีม่แีถวและคอลมัน์

• เมทรกิซ ์A มขีนาด m แถว n คอลมัน์ หรอืเรยีกวา่เมทรกิซ ์A มขีนาด m x n

• 𝑎𝑖𝑗  หมายถงึสมาชกิของเมทรกิซแ์ถวที ่i คอลมัน์ที ่j

𝐀 =

𝑎11 𝑎12 … 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 … 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 … 𝑎𝑚𝑛

= 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛

แถวมีทั้งหมด m แถว
คอลมันมี์ทั้งหมด n คอลมัน์



ลกัษณะของเมทรกิซ์

• กรณทีีเ่มทรกิซม์คีอลมัน์เดยีว อาจเรยีกวา่เวคเตอร ์(Vector) เรยีกเตม็ๆ วา่เวคเตอรค์อลมัน์ (Col
umn vector) จะใชต้วัอกัษรภาษาองักฤษเลก็หนา แทนสญัลกัษณ์

• เวคเตอร ์b มสีมาชกิ m ตวั

𝐛 =

𝑏11

𝑏21

⋮
𝑏𝑚1

= 𝑏𝑖𝑗 𝑚×1

แถวมีทั้งหมด m แถว



การจดัการเมทรกิซ์

• เมทรกิซห์รอืเวคเตอรจ์ะมคีา่เทา่กนั เมือ่มขีนาดเทา่กนั และสมาชกิทุกตวัมคีา่เทา่กนั

• ให ้𝐀 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
 และ 𝐁 = 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

 แลว้ 𝐀 = 𝐁 กต็่อเมือ่ 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗  ใน
ทุกคา่ของ i และ j



การจดัการเมทรกิซ์

• ผลรวมหรอืผลต่างระหวา่งเมทรกิซห์รอืเวคเตอร ์จะเทา่กบัผลรวมหรอืผลต่างของสมาชกิแต่ละตวั

• หาผลรวมหรอืผลต่างได ้กต็่อเมือ่เมทรกิซห์รอืเวคเตอรท์ัง้สองตวัมขีนาดเทา่กนั

• ให ้𝐀 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
 และ 𝐁 = 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

 

• 𝐀 + 𝐁 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛
 และ 𝐀 − 𝐁 = 𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

• เชน่

1 2
3 4
5 6

+
2 −1
4 −2
6 −8

=
3 1
7 2

11 −2



การจดัการเมทรกิซ์

• เมทรกิซศ์นูย ์(Zero matrix) คอื เมทรกิซท์ีส่มาชกิทุกตวัเป็น 0

• เมทรกิซศ์นูยเ์ป็นเมทรกิซท์ีไ่ปบวกหรอืลบเมทรกิซใ์ด จะท าใหไ้ดเ้มทรกิซเ์ดมิ

𝟎2×2 =
0 0
0 0

𝟎3×2

0 0
0 0
0 0

1 2
3 4
5 6

+
0 0
0 0
0 0

=
0 0
0 0
0 0

+
1 2
3 4
5 6

=
1 2
3 4
5 6



การจดัการเมทรกิซ์

• การคณูดว้ยคา่คงที ่(Scalar Multiplication) คอื การน าคา่คงทีไ่ปคณูสมาชกิทุกตวัในเมทรกิซ ์

• 𝑐𝐀𝑚×𝑛 = 𝑐 ⋅ 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛

• เชน่

2 ⋅
1 2
3 4
5 6

=
2 4
6 8

10 12



การจดัการเมทรกิซ์

• ทรานโพส (Transpose) คอื การกลบัเมทรกิซจ์ากคอลมัน์เป็นแถว และแถวเป็นคอลมัน์ ใช้
เครือ่งหมาย ’ หรอื T อยูข่วาบนของเมทรกิซ์

• ให ้𝐀 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
 แลว้ 𝐀′ = 𝑎𝑗𝑖 𝑛×𝑚

 

• เชน่

• A จะมขีนาด 3 x 2 แต่ A’ จะมขีนาด 2 x 3

𝐀 =
1 2
3 4
5 6

𝐀′ =
1 3 5
2 4 6



การจดัการเมทรกิซ์

• การคณูเมทรกิซ ์(Matrix Multiplication) จะคอ่นขา้งซบัซอ้น

• ให ้𝐀𝐁 เป็นการคณูระหวา่งเมทรกิซ ์A และเมทรกิซ ์B โดย A จะอยูใ่นอนัดบัก่อนหน้า
เมทรกิซ ์B (ล าดบัมคีวามส าคญัในการคณูเมทรกิซ ์ไมส่ามารถสลบัได)้

• เมทรกิซจ์ะคณูกนัได ้เมือ่จ านวนคอลมัน์ของเมทรกิซแ์รก เทา่กบัจ านวนแถวของเมทรกิซท์ีส่อง

• ขนาดของผลลพัธ ์จะมจี านวนแถวเทา่กบัเมทรกิซแ์รก และจ านวนคอลมัน์เทา่กบัเมทรกิซห์ลงั ให ้
𝐂 = 𝐀𝐁 แลว้ 𝐂 จะมขีนาดเทา่กบั m x p

𝐀𝑚×𝑛 𝐁𝑛×𝑝

มีตวัเลขเหมือนกนั



𝐀 =

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32

𝐁 =
𝑏11 𝑏12 𝑏13 𝑏14

𝑏21 𝑏22 𝑏23 𝑏24

𝐀𝐁 =

𝑎11𝑏11 + 𝑎12𝑏21 𝑎11𝑏12 + 𝑎12𝑏22 𝑎11𝑏13 + 𝑎12𝑏23 𝑎11𝑏14 + 𝑎12𝑏24

𝑎21𝑏11 + 𝑎22𝑏21 𝑎21𝑏12 + 𝑎22𝑏22 𝑎21𝑏13 + 𝑎22𝑏23 𝑎21𝑏14 + 𝑎22𝑏24

𝑎31𝑏11 + 𝑎32𝑏21 𝑎31𝑏12 + 𝑎32𝑏22 𝑎31𝑏13 + 𝑎32𝑏23 𝑎31𝑏14 + 𝑎32𝑏24

สมาชิกแต่ละตวัของ AB คือ ผลรวมเชิงเสน้ของแต่ละแถวใน A และแต่ละคอลมัน์ใน B

ให ้𝐂 = 𝐀𝐁 แลว้ 𝑐𝑖𝑗 = σ𝑘=1
𝑛 𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗



𝐀 =
1 2
3 4

𝐁 =
0 2 −1

−1 0 2

𝐀𝐁 =
1 ⋅ 0 + 2 ⋅ −1 1 ⋅ 2 + 2 ⋅ 0 1 ⋅ −1 + 2 ⋅ 2
3 ⋅ 0 + 4 ⋅ −1 3 ⋅ 2 + 4 ⋅ 0 3 ⋅ −1 + 4 ⋅ 2

=
−2 2 3
−4 6 5

𝐏 =
1 0 2
3 −1 4

−2 −3 −4
𝐲 =

1
0.5

−0.5

𝐏𝐲 =
1 ⋅ 1 + 0 ⋅ 0.5 + 2 ⋅ −0.5

3 ⋅ 1 + −1 ⋅ 0.5 + 4 ⋅ −0.5
−2 ⋅ 1 + −3 ⋅ 0.5 + −4 ⋅ −0.5

=
0

0.5
−1.5



การจดัการเมทรกิซ์

• เมทรกิซร์ปูสีเ่หลีย่มจตุัรสั (Square Matrix) คอืเมทรกิซท์ีม่จี านวนแถวเทา่กบัจ านวนคอลมัน์ เชน่

• ในเมทรกิซแ์บบสมมาตร สมาชกิบนแนวทแยง (On-diagonal elements) คอื สมาชกิทีอ่ยูบ่นแนว
ซา้ยบนไปขวาล่าง 𝑖 = 𝑗  สว่นสมาชกินอกแนวทแยง (Off-diagonal elements) คอื สมาชกิที่
ไมไ่ดอ้ยูบ่นเสน้ซา้ยบนไปขวาล่าง 𝑖 ≠ 𝑗

𝐀2×2 =
0 1
2 3 𝐁3×3 =

5 2 3
7 12 5

−7 −2 11



การจดัการเมทรกิซ์

• เมทรกิซส์มมาตร (Symmetric Matrix) คอื เมทรกิซท์ีส่มาชกิแถวที ่i คอลมัน์ที ่j มคีา่เทา่กบัสมาชกิ
แถวที ่j คอลมัน์ที ่i ทุกตวั หรอื 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖

• เมทรกิซส์มมาตรตอ้งเป็นเมทรกิซส์ีเ่หลีย่มจตุัรสัเทา่นัน้

𝐁2×2 =
2 1
1 3

𝐂3×3 =
5 2 −7
2 12 5

−7 5 11

𝐃4×4 =

5 2 −7 −1
2 12 5 8

−7 5 11 9
−1 8 9 0

𝐀1×1 = 1

𝐄5×5 =

1 −1 −2 −3 −4
−1 2 −5 −6 −7
−2 −5 3 −8 −9
−3 −6 −8 4 −10
−4 −7 −9 −10 5



การจดัการเมทรกิซ์

• เมทรกิซแ์นวทแยงมุม (Diagonal Matrix) คอืเมทรกิซท์ีส่มาชกินอกแนวทแยงมคีา่เทา่กบั 0

𝐃2×2 =
1 0
0 3 𝐃3×3 =

5 0 0
0 −12 0
0 0 11

𝐃1×1 = 8



การจดัการเมทรกิซ์

• เมทรกิซเ์อกลกัษณ์ (Identity Matrix) คอืเมทรกิซท์ีส่มาชกิบนแนวทแยงเทา่กบั 1 และนอกแนว
ทแยงมคีา่เทา่กบั 0

𝐈2×2 =
1 0
0 1

𝐈3×3 =
1 0 0
0 1 5
0 0 0

𝐈4×4 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

𝐈1×1 = 1

𝐈5×5 =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



การจดัการเมทรกิซ์

• เมทรกิซเ์อกลกัษณ์ จะสามารถคณูกบัเมทรกิซใ์ด กไ็ดเ้มทรกิซเ์ดมิ ทัง้คณูขา้งหน้า และคณู
ดา้นหลงั

• อนิเวอรซ์ของเมทรกิซ ์(Matrix Inverse) คอื เมทรกิซใ์ดกต็าม ทีม่าคณูแลว้ไดเ้มทรกิซ์เอกลกัษณ์ 
ในทีน่ี้จะจ ากดัเฉพาะเมทรกิซส์ีเ่หลีย่มจตุัรสั 

𝐀3×2𝐈2×2 = 𝐈3×3𝐀3×2 = 𝐀3×2

𝐀𝑛×𝑛𝐀𝑛×𝑛
−1 = 𝐀𝑛×𝑛

−1 𝐀𝑛×𝑛 = 𝐈𝑛×𝑛



การจดัการเมทรกิซ์

• เชน่

solve คือค าสั่งในการหา Inverse ของเมทริกซ์

𝐀𝐀−𝟏 = 𝐈

𝐀−𝟏𝐀 = 𝐈

%*% เป็นค าสั่งท า matrix multiplication



เมทรกิซใ์นการวเิคราะหข์อ้มลู

• ขอ้มลูแทจ้รงิแลว้ กอ็ยูใ่นรปูของเมทรกิซ ์สมมตวิา่มกีลุ่มตวัอยา่ง N คน มตีวัแปร p 
ตวัแปร

𝑿𝑁×𝑝 =

𝑋11 𝑋12 𝑋13 ⋯ 𝑋1𝑝

𝑋21 𝑋22 𝑋23 ⋯ 𝑋2𝑝

𝑋31 𝑋32 𝑋33 ⋯ 𝑋3𝑝

𝑋41 𝑋42 𝑋43 ⋯ 𝑋4𝑝

𝑋51 𝑋52 𝑋53 ⋯ 𝑋5𝑝

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑋𝑁1 𝑋𝑁2 𝑋𝑁3 ⋯ 𝑋𝑁𝑝



เมทรกิซใ์นการวเิคราะหข์อ้มลู

• เวคเตอรค์า่เฉลีย่ (Mean vector) คอื เวคเตอรท์ีม่คีา่เฉลีย่ของแต่ละตวัแปร

𝐦𝑝×1 =
1

𝑁
𝑿𝑁×𝑝

′ 𝟏𝑁×1

โดย 1 คือ เวคเตอร์ท่ีมีสมาชิกทั้งหมดเป็น 1



เมทรกิซใ์นการวเิคราะหข์อ้มลู

• เมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่ม (Covariance Matrix) คอื เมทรกิซท์ีส่มาชกิแนวทแยงเป็นความ
แปรปรวน (Variance) ของแต่ละตวัแปร และสมาชกินอกแนวทแยงเป็นความแปรปรวนรว่ม (Cov
ariance) ของตวัแปรแต่ละคู่

𝐒 =

𝑉𝑎𝑟 𝑥1

𝐶𝑜𝑣 𝑥2, 𝑥1 𝑉𝑎𝑟 𝑥2

𝐶𝑜𝑣 𝑥3, 𝑥1 𝐶𝑜𝑣 𝑥3, 𝑥2 𝑉𝑎𝑟 𝑥3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝐶𝑜𝑣 𝑥𝑝, 𝑥1 𝐶𝑜𝑣 𝑥𝑝, 𝑥2 𝐶𝑜𝑣 𝑥𝑝, 𝑥3 ⋯ 𝑉𝑎𝑟 𝑥𝑝

=

𝑠1
2

𝑠21 𝑠2
2

𝑠31 𝑠32 𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑠𝑝1 𝑠𝑝2 𝑠𝑝3 ⋯ 𝑠𝑝

2



เมทรกิซใ์นการวเิคราะหข์อ้มลู

• เมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่ม สามารถค านวณไดจ้ากพชีคณติเมทรกิซเ์ชน่กนั

𝐒 =
1

𝑁 − 1
𝐗 − 𝟏𝑛×1𝐦𝑝×1

′ ′
𝐗 − 𝟏𝑛×1𝐦𝑝×1

′

โดย 𝐗 − 𝟏𝑛×1𝐦𝑝×1
′ คือ คะแนนดิบท่ีถูกยา้ยศูนยก์ลางมาอยูท่ี่ค่าเฉล่ีย (Deviation Score)



เมทรกิซใ์นการวเิคราะหข์อ้มลู

• เมทรกิซส์หสมัพนัธ ์(Correlation Matrix) คอื การน าความแปรปรวนรว่มไปหารดว้ยสว่น
เบีย่งเบนมาตรฐานของตวัแปรทีเ่กีย่วขอ้งทัง้สองตวัแปร

𝐑 =

1
𝐶𝑜𝑟 𝑥2, 𝑥1 1

𝐶𝑜𝑟 𝑥3, 𝑥1 𝐶𝑜𝑟 𝑥3, 𝑥2 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝐶𝑜𝑟 𝑥𝑝, 𝑥1 𝐶𝑜𝑟 𝑥𝑝, 𝑥2 𝐶𝑜𝑟 𝑥𝑝, 𝑥3 ⋯ 1

=

1
𝑟21 1

𝑟31 𝑟32 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑟𝑝1 𝑟𝑝2 𝑟𝑝3 ⋯ 1



เมทรกิซใ์นการวเิคราะหข์อ้มลู

• เมทรกิซส์หสมัพนัธ ์(Correlation Matrix) สามารถค านวณจากเมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่มได้
เชน่กนั ก่อนอื่นตอ้งเขา้ใจฟังกช์นัทีส่กดัเฉพาะสมาชกิแนวทแยงมมุ

𝐷𝑖𝑎𝑔 𝐒 = 𝐃𝐒 =

𝑠1
2

0 𝑠2
2

0 0 𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 𝑠𝑝

2

𝐃𝐒
−1 =

1/𝑠1
2

0 1/𝑠2
2

0 0 1/𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝

2

𝐃𝐒
−1/2

=

1/𝑠1
2

0 1/𝑠2
2

0 0 1/𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱

0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝
2

=

1/𝑠1

0 1/𝑠2

0 0 1/𝑠3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝



เมทรกิซใ์นการวเิคราะหข์อ้มลู

• น าเมทรกิซท์ีเ่ป็นการหารสว่นเบีย่งเบนมาตรฐาน มาคณูหน้าหลงักบัเมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่ม 
เพือ่ใหไ้ดเ้มทรกิซส์หสมัพนัธ์

𝐑 = 𝐃𝐒
−1/2

𝐒𝐃𝐒
−1/2

=

1/𝑠1

0 1/𝑠2

0 0 1/𝑠3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝

𝑠1
2

𝑠21 𝑠2
2

𝑠31 𝑠32 𝑠3
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑠𝑝1 𝑠𝑝2 𝑠𝑝3 ⋯ 𝑠𝑝

2

1/𝑠1

0 1/𝑠2

0 0 1/𝑠3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
0 0 0 ⋯ 1/𝑠𝑝

𝐑 = 𝐃𝐒
−1/2

𝐒𝐃𝐒
−1/2

=

𝑠1
2/𝑠1𝑠1

𝑠21/𝑠2𝑠1 𝑠2
2/𝑠2𝑠2

𝑠31/𝑠3𝑠1 𝑠32/𝑠3𝑠2 𝑠3
2/𝑠3𝑠3

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑠𝑝1/𝑠𝑝𝑠1 𝑠𝑝2/𝑠𝑝𝑠2 𝑠𝑝3/𝑠𝑝𝑠3 ⋯ 𝑠𝑝

2/𝑠𝑝𝑠𝑝

=

1
𝑟21 1

𝑟31 𝑟32 1

⋮ ⋮ ⋮ ⋱
𝑟𝑝1 𝑟𝑝2 𝑟𝑝3 ⋯ 1





เมทรกิซใ์นการวเิคราะหข์อ้มลู

• การวเิคราะหถ์ดถอยแบบพหุ กส็ามารถเขยีนในรปูของสมกราเมทรกิซไ์ดเ้ชน่กนั

• กรณทีีต่วัแปรตามม ีq ตวั ท านายจากตวัแปรอสิระ p ตวั สามารถขยายสมการไดด้งันี้

𝑦 = 𝐛′𝐱 + 𝑒

𝐲𝑞×1 = 𝐁𝑞×𝑝
′ 𝐱𝑝×1 + 𝐞𝑞×1



คา่คาดหวงัและความแปรปรวนรว่ม

• ให ้x เป็นตวัแปรสุม่ และ x เป็นเวคเตอรต์วัแปรสุม่

• คา่คาดหวงั (Expectation) คอื หากสุม่คา่นี้มาเรือ่ยๆ แลว้ คา่เฉลีย่ในระยะยาวเทา่กบัเท่าไร ซึง่ก็
คอืคา่เฉลีย่ในประชากร
– 𝐸 𝑥𝑖 = 𝐸 𝑥 = 𝜇 กรณทีีม่ตีวัแปร x เพยีงแคต่วัเดยีว

– 𝐸 𝐱𝑖 = 𝐸 𝐱 = 𝛍 กรณทีีม่ตีวัแปรหลายตวัแปร สุม่ออกมาแต่ละครัง้ จดัเกบ็ขอ้มลูในรปูแบบของ
เวคเตอร์

• ให ้c เป็นคา่คงที ่และ c เป็นเวคเตอรข์องคา่คงที ่ทีม่จี านวนสมาชกิเทา่กบัสมาชกิของ x

• ให ้𝑦 = 𝑥 + 𝑐 และ 𝑦 = 𝐱 + 𝐜 แลว้ 
– 𝐸 𝑦 = 𝐸 𝑥 + 𝑐 = 𝐸 𝑥 + 𝐸 𝑐 = 𝜇 + 𝑐

– 𝐸 𝐲 = 𝐸 𝐱 + 𝐜 = 𝐸 𝐱 + 𝐸 𝐜 = 𝛍 + 𝐜



คา่คาดหวงัและความแปรปรวนรว่ม

• ให ้𝑧 = 𝑐𝑥 และ 𝑤 = 𝐜′𝐱 = 𝑤1𝑥1 + 𝑤2𝑥2 + ⋯ + 𝑤𝑝𝑥𝑝 แลว้ 
– 𝐸 𝑧 = 𝐸 𝑐𝑥 = 𝑐𝐸 𝑥 = 𝑐𝜇

– 𝐸 𝑤 = 𝐸 𝐜′𝐱 = 𝐜′𝛍

• ในกรณตีวัแปรเดีย่ว การหาความแปรปรวน (Variance) คอื หากสุม่คา่นี้มาเรือ่ยๆ แลว้ ค่าความ
แปรปรวนในระยะยาวเทา่กบัเท่าไร ซึง่กค็อืคา่ความแปรปรวนในประชากร
– 𝑉𝑎𝑟 𝑥𝑖 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 = 𝜎2

– 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑐 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 = 𝜎2

– 𝑉𝑎𝑟 𝑐𝑥 = 𝑐2𝑉𝑎𝑟 𝑥 = 𝑐2𝜎2



คา่คาดหวงัและความแปรปรวนรว่ม

• ในกรณตีวัแปรหลายตวัแปร การหาความแปรปรวน (Variance) จะถกูมองเป็นการหาความ
แปรปรวนรว่ม (Covariance) คอื หากสุม่คา่นี้มาเรือ่ยๆ แลว้ คา่ความแปรปรวนรว่มในระยะยาว
เทา่กบัเทา่ไร ซึง่กค็อืคา่ความแปรปรวนรว่มในประชากร
– 𝐶𝑜𝑣 𝐱𝑖 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱 = 𝚺

– 𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐜 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱 = 𝚺

– 𝐶𝑜𝑣 𝐜′𝐱 = 𝐜′𝚺𝐜 

• บางครัง้ อาจใช ้Var() แทน Cov() หากดา้นในเป็นเวคเตอร ์กเ็ขา้ใจไดว้า่เป็นการหาความ
แปรปรวนรว่ม



คา่คาดหวงัและความแปรปรวนรว่ม

• ให ้x และ y เป็นตวัแปรสุม่ (Random Variable) แลว้ 
– 𝐸 𝑥 + 𝑦 = 𝐸 𝑥 + 𝐸 𝑦

– 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑦 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑉𝑎𝑟 𝑦 + 2𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦

– หาก x และ y ไมส่มัพนัธก์นัแลว้ 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑦 = 𝑉𝑎𝑟 𝑥 + 𝑉𝑎𝑟 𝑦

• ให ้x และ y เป็นเวคเตอรต์วัแปรสุม่แลว้ 
– 𝐸 𝐱 + 𝐲 = 𝐸 𝐱 + 𝐸 𝐲

– 𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐲 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐶𝑜𝑣 𝐲 + 𝐶𝑜𝑣 𝐱, 𝐲 + 𝐶𝑜𝑣 𝐲, 𝐱

– ถา้ x และ y ไมส่มัพนัธก์นั กลา่วคอื 𝐶𝑜𝑣 𝐱, 𝐲 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱, 𝐲 = 𝟎 แลว้
𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐲 = 𝐶𝑜𝑣 𝐱 + 𝐶𝑜𝑣 𝐲



ฟังกช์ัน่เพิม่เตมิ

• Trace คอื ผลรวมของสมาชกิแนวทแยง

𝑡𝑟 𝐁2×2 = 𝑡𝑟
2 1
1 3

= 2 + 3 = 5

𝑡𝑟 𝐂3×3 = 𝑡𝑟
5 2 −7
2 12 5

−7 5 11
= 5 + 12 + 11 = 28

𝑡𝑟 𝐀1×1 = 𝑡𝑟 1 = 1



ฟังกช์ัน่เพิม่เตมิ

• Determinant เป็นคา่หนึ่งทางเมทรกิซท์ีใ่ชใ้นการหาอนิเวอรซ์

• ในเชงิสถติ ิจะหา Determinant ของเมทรกิซค์วามแปรปรวนเป็นหลกั คา่ Determinant ของเมท
รกิซจ์ะออกมาเป็นคะแนนเดีย่ว (Scalar) บอกความแปรปรวนแผข่ยาย 
(Generalized Variance) ของตวัแปรทัง้ชุด

• ถา้ตวัแปรสมัพนัธก์นัมาก ความแปรปรวนแผข่ยายจะต ่า แต่หากตวัแปรไมส่มัพนัธก์นัเลย ความ
แปรปรวนแผข่ยายจะสงู



ยิง่ตวัแปรไม่สัมพนัธ์กนั ค่า determinant

ของเมทริกซ์สหสัมพนัธ์ยิง่สูง



หลกัการความเป็นไปไดส้งูสดุ

• สมมตวิา่มตีวัแปรหนึ่ง เกบ็ขอ้มลูจาก 4 คน มคีา่ 2, 3, 4, และ 5 เชือ่วา่ทัง้ 4 คนนี้ ถกูสุม่มาจาก
ประชากรทีม่กีารกระจายเป็นโคง้ปกต ิคะแนนแต่ละคนเป็นอสิระจากกนัและมกีารกระจายเป็นโคง้
ปกตเิหมอืนกนั (Independently and Identically Distributed, i.i.d.) การกระจายโคง้ปกตใิดที่
เหมาะสมกบัขอ้มลูทัง้ 4 คนนี้

• สมการการกระจายโคง้ปกต ิเป็นดงันี้

• กล่าวคอื จะหาคา่ 𝜇 และ 𝜎 ทีเ่หมาะสมกบัขอ้มลู 4 คน (2, 3, 4, 5) นี้

𝑓 𝑥 =
exp −

1
2

𝑥 − 𝜇
𝜎

2

𝜎 2𝜋



หลกัการความเป็นไปไดส้งูสดุ

• หลกัการความเป็นไปไดส้งูสดุ คอื หาคา่ 𝜇 และ 𝜎 ทีท่ าใหค้า่ดา้นล่างมคีา่สงูสดุ

• คา่ 𝑓 𝑥  จะเรยีกวา่คา่ความเป็นไปได ้(Likelihood) และหลกัการทีท่ าใหค้า่ความเป็นไปไดส้งู
ทีสุ่ด จะเรยีกวา่คา่ความเป็นไปไดส้งูสดุ (Maximum Likelihood)

• คา่ความเป็นไปได ้จะมคีุณลกัษณะคลา้ยๆ ความน่าจะเป็น (Probability) ทีม่คีา่ 0 ถงึ 1 และคา่
ความน่าจะเป็นจากหลายๆ เหตุการณ์ทีเ่ป็นอสิระกนั จะหาไดโ้ดยการคณูกนั เชน่

𝑝 𝑥 ∩ 𝑦 = 𝑝 𝑥 𝑝 𝑦

• คา่ความเป็นไปไดร้วม จงึเป็นการคณูกนัของความเป็นไปไดแ้ต่ละตวั

𝑓 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 = 𝑓 𝑥1 𝑓 𝑥2 𝑓 𝑥3 𝑓 𝑥4 =
exp −

1

2

2−𝜇

𝜎

2

𝜎 2𝜋

exp −
1

2

3−𝜇

𝜎

2

𝜎 2𝜋

exp −
1

2

4−𝜇

𝜎

2

𝜎 2𝜋

exp −
1

2

5−𝜇

𝜎

2

𝜎 2𝜋

จาก i.i.d



หลกัการความเป็นไปไดส้งูสดุ

• แต่ในคอมพวิเตอร ์จะไมส่ามารถจดัการทศนิยมหลายๆ ต าแหน่งไดง้า่ย และการคณูจะเพิม่ความ
ยุง่ยากในการค านวณ จงึน า log มาใสค่า่ความเป็นไปได ้เพือ่ความสะดวกในการค านวณ

• เมือ่ใส ่log แลว้ ผลคณูจะกลายเป็นผลรวม การหาคา่ต ่าสดุของ log-likelihood จะเทา่กบัการหา
คา่สงูสดุของ likelihood

ln 𝑓 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 = −
1

2

2 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋 −
1

2

3 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋 −
1

2

4 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋 −
1

2

5 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋

ln 𝑓 𝑥 = −
1

2

𝑥 − 𝜇

𝜎

2

− log 𝜎 2𝜋



หลกัการความเป็นไปไดส้งูสดุ

• หาคา่ผลรวม log-likelihood ต ่าสดุเป็นดงันี้

ค่าเฉล่ียประมาณค่าได ้3.5

ค่าส่วนเบ่ียงเบนมาตรฐาน (แบบหารดว้ย N) ไดค่้า 1.18



หลกัการความเป็นไปไดส้งูสดุ

• คา่ Likelihood ของการกระจายแบบโคง้ปกตทิีม่หีลายตวัแปร (Multivariate Normal 
Distribution; MVN) เป็นดงันี้

• สว่น log-likelihood ของ MVN เป็นดงันี้

• หาคา่การกระจายทีเ่หมาะสมกบัขอ้มลู โดยการหา 𝛍 และ 𝚺 ผา่น Log-likelihood

𝑓 𝐱 =

exp −
1
2 𝐱 − 𝛍 ′𝚺−1 𝐱 − 𝛍

2𝜋 𝑝 𝚺

log 𝑓 𝐱 = −
1

2
ln 𝚺 + 𝐱 − 𝛍 ′𝚺−1 𝐱 − 𝛍 + 𝑝 ln 2𝜋



หลกัการความเป็นไปไดส้งูสดุ

• หาคา่ของเวคเตอรค์า่เฉลีย่ 𝝁 และเมทรกิซค์วามแปรปรวนรว่ม 𝚺 ทีเ่หมาะสมกบัขอ้มลู N คน 
กล่าวคอื 𝒚1, 𝒚2, … , 𝒚𝑁 ได ้โดยใหผ้ลรวมของ log-likelihood ต ่าทีสุ่ด

• หากตวัอยา่งทัง้หมดไมม่คีา่สญูหาย สมการ log-likelihood จะเป็นดงันี้

log 𝑓 𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝑁 = 

𝑖=1

𝑁

−
1

2
ln 𝚺 + 𝐱 − 𝛍 ′𝚺−1 𝐱 − 𝛍 + 𝑝 ln 2𝜋

log 𝐿 = −
𝑁

2
log 𝚺 −

1

2


𝑖=1

𝑁

𝒚𝑖 − 𝝁 ′𝚺−1 𝒚𝑖 − 𝝁 −
𝑁𝑝 

2
log 2𝜋

log 𝐿 = −
𝑁𝑝 

2
log 2𝜋 −

𝑁

2
log 𝚺 −

𝑁

2
𝑡𝑟 𝐒𝚺−1 −

𝑁

2
𝒎𝑦 − 𝝁

′
𝚺−1 𝒎𝑦 − 𝝁



หลกัการความเป็นไปไดส้งูสดุ

• โดยปกต ิคา่ 𝒎𝑦 และ 𝑺 ทีค่ านวณไดจ้ากกลุ่มตวัอยา่ง จะเป็นคา่ทีม่คีวามเป็นไปไดส้งูสดุ

• โมเดลทีป่ระมาณคา่เฉลีย่และความแปรปรวนรว่มทัง้หมด จะเรยีกวา่โมเดลแบบอิม่ตวั 
(Saturated Model) จะมคีา่ความเป็นไปไดส้งูทีสุ่ด

log 𝐿𝑆 = −
𝑁𝑝 

2
log 2𝜋 −

𝑁

2
log 𝑺 −

1

2


𝑖=1

𝑁

𝒚𝑖 − 𝒎𝑦
′
𝐒−1 𝒚𝑖 − 𝒎𝑦

log 𝐿𝑆 = −
𝑁𝑝 

2
log 2𝜋 −

𝑁

2
log 𝑺 −

𝑁

2
𝑝



หลกัการความเป็นไปไดส้งูสดุ

• อยา่งไรกต็าม ใน SEM หรอืสถติอิื่น จะสรา้งคา่พารามเิตอร ์ทีจ่ะบอกวา่ คา่ 𝒎𝑦 และ 𝑺 ที่
เป็นไปไดจ้ะเป็นอยา่งไร (เชน่ ก าหนดวา่ตวัแปรทัง้หมดถกูอธบิายจากองคป์ระกอบเดยีว) 
คา่เฉลีย่และความแปรปรวนรว่มทีค่ านวณไดจ้ากโมเดลจะเรยีกวา่ คา่เฉลีย่และความแปรปรวน
รว่มทีไ่ดจ้ากโมเดล (Model-implied Means and Covariance Matrix)

• Maximum Likelihood (ML) คอื การคา่พารามเิตอรใ์นโมเดล เพือ่ท าใหค้า่ 
log-likelihood มคีา่สงูทีสุ่ด 
– คา่ log-likelihood ทีไ่ดจ้ากโมเดล มกัมคีา่ต ่ากวา่ทีไ่ดจ้ากโมเดลอิม่ตวั
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